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●✳✷✳✻ ❘♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸✸
❍ ❋✐♥✐t❡ str❛✐♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ str❡ss ✢♦✇ ✸✸✺
❍✳✶ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸✺
❍✳✷ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸✼
■ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞ ✸✹✶
■✳✶ ●r❛✐♥ ♥o✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹✶
■✳✷ ●r❛✐♥ ♥o✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹✼
■✳✸ ●r❛✐♥ ♥o✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺✷
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts
❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ▼♠❡ ❲✐❡r❛ ❖❧✐❢❡r✉❦✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❛❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ P♦❧♦❣♥❡✱
❡t ▼✳ ❙❛♠✉❡❧ ❋♦r❡st✱ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ❈◆❘❙✱ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ s❡ ❝♦♥st✐t✉❡r r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡
❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❞✬❡♥ ❛✈♦✐r ♣❛r❝♦✉r✉ ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❞ét❛✐❧s ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❢♦✉r♥✐ ❝❡ ❧♦♥❣ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❝r✐t✐q✉❡✳
❈❡❧✉✐✲❝✐ ❛②❛♥t à ♠♦♥ s❡♥s ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❡♥r✐❝❤✐ ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉✐ ♦♥t s✉✐✈✐✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ▼✳ ❆♥❞ré ❈❤r②s♦❝❤♦♦s✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ■■✱
q✉✐ ♠✬❛ ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞✬êtr❡ ❧❡ ♣rés✐❞❡♥t ❞❡ ❥✉r②✱ ▼✳ ❳❛✈✐❡r ❋❡❛✉❣❛s✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❧❛
❘♦❝❤❡❧❧❡ ❡t ▼✳ P❛tr✐❝❦ ❱✐❧❧❡❝❤❛✐s❡✱ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ❈◆❘❙✱ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉ ❣r❛♥❞ ♣❧❛✐s✐r à
é❝❤❛♥❣❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ sé❛♥❝❡ ❞❡ ✏t♦rt✉r❡ ❛♠✐❝❛❧❡✑ q✉✐ r❡st❡r❛ à ❥❛♠❛✐s ❣r❛✈é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣r❛♥❞
♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ♠♦♥ ❡s♣r✐t✳
❏❡ t✐❡♥s ❡♥s✉✐t❡ à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ▼✳ ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s ❲✐t③✱ ♣♦✉r ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s✱ ❧❡s
✐❞é❡s ❡t ❧✬❛✐❞❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛♣♣♦rté ❞✉r❛♥t ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ❞♦♥♥❛♥t à ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✉♥❡ t❡✐♥t❡ ❡t ✉♥ r❡❧✐❡❢ t♦✉t à
❢❛✐t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠❡♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s s♦♥ s♦✉t✐❡♥ ♠♦r❛❧ ❡t s❛ ♣rés❡♥❝❡ ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥✳
■❧ ♠✬❛✉r❛✐t été é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛❜♦✉t✐r✱ ♥✐ ♠ê♠❡ ❞❡ ❞é❜✉t❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ s❛♥s
❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❡①tr❡♠❡♠❡♥t r✐❝❤❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❥✬❛✐ ♣✉ ♠✬❛♣♣✉②❡r✳ ❏❡ t✐❡♥s ❞♦♥❝ à r❡♠❡r❝✐❡r ▼❧❧❡
▲❛✉r❡♥❝❡ ❇♦❞❡❧♦t✱ ▼❛✐tr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ à ❧✬é❝♦❧❡ ♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣✉ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
r❡♣r✐s❡s é❝❤❛♥❣❡r t♦✉t ❡♥ ♠✬❛♣♣✉②❛♥t s❡r❡✐♥❡♠❡♥t s✉r s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐✱ ▼✳
P❛tr✐❝❦ ❱✐❧❧❡❝❤❛✐s❡✱ ▼✳ ▲❛✉r❡♥t ❙❛❜❛t✐❡r✱ ■♥❣é♥✐❡✉r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ▲▼●❈ ❞❡ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r✱ ▼✳ ❆❤♠❡❞
❊❧ ❇❛rt❛❧✐✱ ▼❛✐tr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ▲✐❧❧❡✱ ▼✳ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❡s❛✛r❡✱ t❡❝❤♥✐✲
❝✐❡♥ à ❧✬é❝♦❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ▲✐❧❧❡✱ ❡t ▼✳ ❏❡r❡♠✐❡ ❇♦✉q✉❡r❡❧✱ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ à ❧✬❊◆❙❈▲✱ ♣♦✉r ❧❡✉rs
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✐✈❡rs❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❧❡✉rs tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥✳
❈❡❧❛ ♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠❡r❝✐❡r ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ t♦✉t❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✧▼✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐s♠❡s
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❢❛t✐❣✉❡✧ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ▲✐❧❧❡ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐
❝♦❤❛❜✐té ❡t tr❛✈❛✐❧❧é ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ ✸ ❛♥♥é❡s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❛✉① t❤ès❛r❞s✱ ❛✉ t❡❝❤♥✐❝✐❡♥✱ ❛✉①
▼❛îtr❡s ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ❛✉① Pr♦❢❡ss❡✉rs ❣râ❝❡ ❛✉①q✉❡❧s ❥✬❛✐ ♣✉ ♠✬❡♥r✐❝❤✐r✳
❊♥✜♥✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♠❡s ❞❡✉① ❡♥❝❛❞r❛♥ts✱ ▼✳ ❊r✐❝ ❈❤❛r❦❛❧✉❦✱ ❈❤❛r❣é
❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ❈◆❘❙ ❡t ▼✳ P❤✐❧✐♣♣❡ ❉✉❢ré♥♦②✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲✐❧❧❡ ✶✱ q✉✐ ♦♥t t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ s✉ ❝r♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✐✳ ■❧s ♦♥t s✉ ❝❤❛❝✉♥ à ❧❡✉r ♠❛♥✐èr❡ ♠❡ ❣✉✐❞❡r✱ ♠✬é♣❛✉❧❡r✱ ♠❡ st✐♠✉❧❡r ❡t ♠❡
♣♦rt❡r ♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ✸ ❛♥s✳ ❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡r❛✐ ❥❛♠❛✐s t♦✉s ❝❡s é❝❤❛♥❣❡s✱ ❝❡s q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥ts ❡t s✉rt♦✉t
❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ✐♥st❛♥ts ❞❡ ♣✉r❡ ré❞❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ♦ù ♣❧✉s q✉❡ ❧✬❛♠❜✐t✐♦♥ ❞❡ ré✉ss✐r✱ ❝✬❡st ✈♦tr❡
❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ✈♦tr❡ s♦✉t✐❡♥ ❡t ✈♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❛❝❤❛r♥é q✉✐ ♠✬❛ ♣❡r♠✐ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳
❏❡ ❝♦♥❝❧✉s ♣❛r ❝❡ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t à ♠❡s ♣r♦❝❤❡s✱ ♠❡s ♣❛r❡♥ts q✉✐ ♠✬♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉ssé à ré❛❧✐s❡r ♠❡s
rê✈❡s ❡t ♠♦♥ ❛♠✐❡ ❉♦r♦t❤é❡ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❝❡ssé ❞❡ ❝r♦✐r❡ ❡♥ ♠♦✐ ❡t q✉✐ ♠✬❛ s✉♣♣♦rté à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✳
▼❡r❝✐ ✈r❛✐♠❡♥t✳

●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ♦❢ ♠❡t❛❧s ♦❝❝✉rs ✉♥❞❡r ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣s ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝r❛❝❦s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞
❣r♦✇t❤ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛✱ ♦♣❡♥❡❞ ✉♥❞❡r ✐♥❞✉s✲
tr✐❛❧ ❛✉s♣✐❝❡s ❛❢t❡r t❤❡ tr❛❣✐❝ r❛✐❧✇❛② ❞✐s❛st❡r ♦❢ t❤❡ P❛r✐s✲❱❡rs❛✐❧❧❡s tr❛✐♥ ✐♥ ✶✽✹✷ ✭s❡❡ ❬❙♠✐t❤ ✶✾✾✵❪ ❢♦r
❛♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❝❝✐❞❡♥t✮✱ r❡♠❛✐♥s ♥♦✇❛❞❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❡r♥s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s✉❝❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rts r❡q✉✐r❡
♣❤②s✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
♦♥ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❜✉✐❧❞ s✉❝❤ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛✲
t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❛❧s ❢❛t✐❣✉❡
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧✐❞✐♥❣ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣ ❜❛♥❞s ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥s s❝❛❧❡✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞❡❞ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ♦❢ ❬❙✉r❡s❤ ✶✾✾✽❪✱ ✐♥ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s ♦❢ ❬▼✉❣❤r❛❜✐ ✶✾✽✸❪✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡rs
♦❢ ❬▼❛❣♥✐♥ ✶✾✽✹❛✱ ▼❛❣♥✐♥ ✶✾✽✹❜❪ ♦r ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❬▲✉❦❛s ✷✵✵✶✱ ▲✉❦❛s ✷✵✵✷✱ ▲✉❦❛s ✷✵✵✹❪✳
❊✈❡♥ ✐❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝②❝❧✐❝ ♣❧❛st✐❝✐t② t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥
♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❞❛♠❛❣❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ♣❧❛st✐❝✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤✱ ❛r❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♦♥❡s✱ ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ✇❛② t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ ✜rst ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❞✉❡ t♦ ❉✐❧❧♦♥
❬❉✐❧❧♦♥ ✶✾✻✷❜✱ ❉✐❧❧♦♥ ✶✾✻✷❝✱ ❉✐❧❧♦♥ ✶✾✻✸❛✱ ❉✐❧❧♦♥ ✶✾✻✻❪ ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ t♦rs✐♦♥
♦❢ ❝♦♣♣❡r ❛♥❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ t✉❜❡s✳ ■♥ ❬❉✐❧❧♦♥ ✶✾✻✸❛❪✱ ♦♥❡ ♦❢ ❤✐s ♠❛❥♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠♦✲
♣❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝②❝❧✐❝ t♦rs✐♦♥ t❡st ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✉❝ts t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ✐♥s♣✐r❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❤❡❛t✐♥❣ t❡sts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ✜rst ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❝❡rt❛✐♥❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬▲✉♦♥❣ ✶✾✾✺✱ ▲✉♦♥❣ ✶✾✾✽❪
❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐♠✐t ❜② ✉s✐♥❣ ✐♥❢r❛r❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❍❡
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞
❧✐♠✐t❡❞ ❡♥❞✉r❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐❢❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ♥✉♠❡r♦✉s st✉❞✐❡s ✇❡r❡ r❡❛❧✐③❡❞ t♦ ✈❡r✐❢②
t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✿ ❋❛r❣✐♦♥❡ ❡t ❛❧✳ t❡st❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❡❧s ❬❋❛r❣✐♦♥❡ ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ❑r❛♣❡③
❛♥❞ P❛❝♦✉✱ s❡✈❡r❛❧ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛❧❧♦②s ❛♥❞ st❡❡❧s ❬❑r❛♣❡③ ✷✵✵✷❪✳ ❆ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣
❢❛t✐❣✉❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ❉♦✉❞❛r❞ ❛♥❞ ❇❡rt❤❡❧
❬❇♦✉❧❛♥❣❡r ✷✵✵✹❜✱ ❉♦✉❞❛r❞ ✷✵✵✺✱ ❇❡rt❤❡❧ ✷✵✵✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ t❡sts ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s r❡♠❛✐♥ ❛t ❛
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛✉s❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❧❛st✐❝✐t②
❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ s✉❝❤ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ♦t❤❡r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✇❛② t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡♠✳ ❆♥ ✐♥str✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ▲ü❞❡rs ❜❛♥❞s ♦❝❝✉rr✐♥❣
❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ s♦❢t st❡❡❧ s♣❡❝✐♠❡♥s✱ ❛s ✐t ✐s st✉❞✐❡❞ s✐♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❝❡♥t✉r②✳ ❆s ❢♦r
t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst st✉❞✐❡❞ ❜② ♠❡t❛❧❧✉r❣✐sts ✭s❡❡ ❏❛♦✉❧ ❬❏❛♦✉❧ ✶✾✻✺❪ ❢♦r ❛♥
❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆s
✐t ❝♦♥❝❡r♥s ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t②✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝✐❛♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r❡❞✐❝t s✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ ❍✐❧❧ ❬❍✐❧❧ ✶✾✺✽❪✱ ❉rü❝❦❡r ❬❉rü❝❦❡r ✶✾✺✶❪✱ ❘✐❝❡ ❬❘✐❝❡ ✶✾✼✻❪✳ ❊✈❡♥
✶✵ ●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✐❢ ▲ü❞❡rs✬s ❜❛♥❞s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢
t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❞✐r❡❝t ❛s ✐t ✐s ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦♥❡✳ ▲ü❞❡rs✬s ❜❛♥❞s ❤❛✈❡ t❤❡♥ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞
❢r♦♠ ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✽✺✱ ▲♦✉❝❤❡ ✷✵✵✶✱ ❆✐t✲❆♠♦❦❤t❛r ✷✵✵✽❪✳ ■t ✐s s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❙✐♠✐❧❛r ✇♦r❦s ✇❡r❡
❛❧s♦ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ✉♥❞❡r ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣s ❬❘✐tt❡❧ ✷✵✶✵✱ ❘♦s❛❦✐s ✷✵✵✵❪✳
❚❤❡♥✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❢♦r t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ st✉❞②✿ ❝❛♥ ❢❛t✐❣✉❡ ❜❡ r❡s✉♠❡
t♦ ❛ st♦r❛❣❡✴✉♥st♦r❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ s❝❛❧❡❄ ■s t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛ ❣♦♦❞
✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❄ ❉♦❡s t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❄ ❙✉❝❤
q✉❡st✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ✭✶✮ t♦ ✇♦r❦ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ✭✷✮ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♦♥❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡s ✜rst t♦ ❢♦❧❧♦✇ r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s ❝♦♥❞✉❝t❡❞
♦♥ ♦❧✐❣♦✲ ❛♥❞ ♣♦❧②❝r②st❛❧s ✉♥❞❡r t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣s ❛t s♠❛❧❧ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❞❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛♥❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❢❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ t♦ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s st✉❞②✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ❇♦❞❡❧♦t✬s ✇♦r❦ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽✱ ❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪ ✇❤♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛
♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r ❢✉❧❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✐♥✲s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥
s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❆■❙■ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ✉♥❞❡r t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✇✐❧❧ ❜❡✿
• t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ r❡❧❡✈❡♥t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s❡s
• t♦ st✉❞② t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❛st✐❝✐t②
t♦ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t② ✐♥ ❛ ❞✐✛✉s❡ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥❡
• t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✜rst ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡s
• t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡ss t♦ ✉♥♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s
❆❢t❡r ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❛rts✳ ❋✐rst✱ t❤❡ t❡st✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❊❇❙❉✱ ♣r♦✜❧♦♠❡tr②✱ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣ s②st❡♠s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦❝✉s ✐s ❞♦♥❡
♦♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥❡①t
♣❛rt ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✜❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥t❡r✲ ❛♥❞ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡s ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
♣♦❧②❝r②st❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t♦ r❡❛❧✐③❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✇❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ r❡❛❧ ♠♦❞❡❧s✲❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❞✐❛❧♦❣✳
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞
❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❈♦♥t❡♥ts
✵✳✶ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✵✳✷ ❊♥❡r❣② st♦r❛❣❡✱ ✉♥st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✵✳✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✵✳✸✳✶ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✵✳✸✳✷ ❚❤❡ ❜✉❧❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✵✳✸✳✸ ❚❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✵✳✹ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✵✳✹✳✶ ◗✉❡st✐♦♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✵✳✹✳✷ ❙❝❛❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✵✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✵✳✶ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧s
❊✈❡r② ✐♥❞✉str✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣♦s✐t❡s✱ ♠❡t❛❧s✱ ♣♦❧②♠❡rs ✳ ✳ ✳ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣❡♦♣❤②s✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉❝❤
❛s ♠✐♥❡r❛❧s✱ ✐❝❡s ✳ ✳ ✳ ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❡❧❡♠❡♥✲
t❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❛ ♠❛tr✐①✱ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥ts ❢♦r ❝♦♠♣♦s✐t❡s✱ ❣r❛✐♥s ❢♦r ♣♦❧②❝r②st❛❧s ✳ ✳ ✳ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥tr✐♥s✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡✈❡r② ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❧❡❛❞s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t♦ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss❡s ❛♥❞
str❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥q ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❝♦♥st✐t✉❡♥ts ✇❤✐❝❤ r❡❛❝t ✜❞❞❡r❡♥t❧② t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✳
❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣♦❧②❝r②st❛❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞
s✐♥❝❡ ♠❛♥② ❞❡❝❛❞❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝✐t❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s ♦❢ ❙❝❤♠✐❞✱ ❙❛❝❤s✱ ✈♦♥ ▼✐s❡s
❛♥❞ ❚❛②❧♦r ❬❙❝❤♠✐❞ ✶✾✷✹✱ ❙❛❝❤s ✶✾✷✽✱ ✈♦♥ ▼✐s❡s ✶✾✷✽✱ ❚❛②❧♦r ✶✾✸✽❪✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧❡❛❞❡❞✱ ✇✐t❤✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧s✱ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢
✐ts ❣r❛✐♥s✱ ✐✳❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ✈❛r② ✇✐❞❡❧② ✐♥ s✐③❡✱ ❢r♦♠ ✶✵−7
t♦ ✶✵−3 ♠✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥ ❜♦t❤ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✭❇❈❈✱ ❋❈❈✱ ❍❈P ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s
❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s tr✐❣❣❡rs ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ st❛t❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t♦ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥s ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❢r♦♠ ❞✐✛✉s❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
♥♦t❛❜❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥ ❬❑♦❝❦s ✶✾✽✶❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✇♦r❦s ❛❧s♦ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❬❍✉❣❤❡s ✶✾✾✼❪
❛♥❞ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❬❇✉t❧❡r ✶✾✽✾❪✳ ■t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤
s❝❛❧❡s✱ ❢r♦♠ ♥❛♥♦♠❡t❡rs t♦ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶ ✭❛✮✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❡t❛❧ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♣❧❛st✐❝❛❧❧②✳ ✭❛✮ ❉✐s❧♦✲
❝❛t✐♦♥s✱ ✭❜✮ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✭❝✮ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❛♥❞s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣r❛✐♥✱ ✭❞✮ s♣❡❝✐♠❡♥
❛♥❞ ❣r❛✐♥s❝❛❧❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ❬❍✉♠♣❤r❡②s ✷✵✵✹✱ ❆❜r✐✈❛r❞ ✷✵✵✾❪
■♥✐t✐❛❧❧② ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ❞❡❢♦r♠s ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛② ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ str❡ss❡s ♦♥ ❡✈❡r②
s❧✐♣ s②st❡♠s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝r②st❛❧s ✭♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts✮ r❡♠❛✐♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❈r✐t✲
✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✭CRSS✮✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ss t♦ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❙❝❤♠✐❞ ❛♥❞ ❙✐❡❜❡❧
❬❙❝❤♠✐❞ ✶✾✷✹❪✳ ❚❤❡ ❈❘❙❙ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥② ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞
✈❛r✐❡s ♥♦t❛❜❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ▼❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐ts
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✱ ❣♦❧❞✱ s✐❧✈❡r✱ ❝♦♣♣❡r✱ ♥✐❝❦❡❧✱ ❡t❝✳
❆ ❧❛r❣❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❏❛♦✉❧ ✶✾✻✺❪ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧
✐s st✐❧❧ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦♣✐❝s s✐♥❝❡ ✐t r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ✢♦✇ str❡ss✳
❖♥❝❡ t❤❡ ❈❘❙❙ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❝❝✉rs ❜② s❤❡❛r ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❛t♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
r❡st ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✜❡❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛❧s♦ ❣r❛❞✐✲
❡♥t ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ♦✈❡r ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
♣❧❛st✐❝ s❧✐♣✲❛❝t✐✈✐t② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❝❡❧❧s ♦r s✉❜❣r❛✐♥s✳ ■t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✶ ✭❛✮(b) ❛♥❞ ✭❛✮(c)✳ ❚❤❡ ❝❧❡❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✜❡❧❞ ✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❜② ❇❛rr❡tt ❡t ❛❧✳ ❬❇❛rr❡tt ✶✾✹✽❪ ❛♥❞ ❇♦❛s ❡t ❛❧✳
❬❇♦❛s ✶✾✹✽❪✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss ✜❡❧❞s t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r②st❛❧s ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡♥s✐t② ❣❧♦❜❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡
✵✳✶✳ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧s ✶✸
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②st❛❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ✈♦♥ ▼✐s❡s ❬✈♦♥ ▼✐s❡s ✶✾✷✽❪✳ ■t
❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿ ✜✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ s②st❡♠s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡
❛♥② str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ s✐♥❣❧❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❤❡❛r✱ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥✐♥❣ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋❛❝❡✲❈❡♥t❡r❡❞ ❈✉❜✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶ ✭❜✮ ❬❆❜r✐✈❛r❞ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❖♥❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❞❡♥♦t❡s t❤r❡❡ st❛❣❡s ♦❢
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦t❡❞ ■✱ ■■ ❛♥❞ ■■■✳ ❆s t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ γ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ρ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
❦✐♥❞ ♦❢ s②st❡♠s ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛s② ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ t♦ ❝r♦ss✲s❧✐♣✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐♥tr❛✲
❣r❛♥✉❧❛r s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ r♦t❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♠♣♦s❡❞ str❛✐♥ ❛t
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❚❤❡♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ q✉❛s✐ st❛t✐❝✱ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✱ ❝②❝❧✐❝ ♦r ❞②♥❛♠✐❝✱ ♣❧❛st✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s
♦❝❝✉r ❛♥❞ s❧✐♣ ❜❛♥❞s ❝r♦ss t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❧❡❛❞s t♦ ❞❛♠❛❣✐♥❣ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❡✐t❤❡r ❛t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ✭s♦♠❡ ❣r❛✐♥s✮ ♥♦t❛❜❧② ✉♥❞❡r ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛t ❧♦✇ str❛✐♥
❧❡✈❡❧s ♦r ❛t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ✭t❤❡ str✉❝t✉r❡✮ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡st ✇✐t❤ ❤✐❣❤ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❯♥❞❡r
❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② P❡rs✐st❡♥t ❙❧✐♣ ❇❛♥❞ ✭P❙❇✮ ✇❤❡r❡ s❧✐♣
❜❛♥❞s ❝r♦ss ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❛
❧♦♥❣ t✐♠❡ ❬❪✱ ✐t ✐s ♥♦t ②❡t ❛ ♠❛st❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❛♥② q✉❡st✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣❧❛st✐❝✐t②✱ ♦✈❡r ❣r❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ❬❪✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡
♣❧❛st✐❝✐t② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❣r❛✐♥ t♦ ❣r❛✐♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ P❙❇✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t❤r❡❡
♠❛✐♥ ♣❧❛st✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦r ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬◆❡❡❞❧❡♠❛♥ ✶✾✽✽❪✿
▲ü❞❡rs ❜❛♥❞s✱ ♥❡❝❦✐♥❣ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ s❤❡❛r ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶ ✭❛✮(d)✳ ■t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ r❡♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ♣r♦♠♦t❡s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ s❤❡❛r✐♥❣✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s♦❢t❡♥✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝❛♥ ❛❝t t♦ ♣r♦♠♦t❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬❈❤❛♥❣ ✶✾✽✶❪✳
❆t t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r②✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶ ✭❜✮✱
❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝♦❧❞ ✇♦r❦✮ ✇❛s ♥♦t ❝❧❡❛r❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❱❛r✐♦✉s ❡①♣❧❛♥❛✲
t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r❝❡s t♦ ❞❡❢♦r♠ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❖♥❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❛s t❤❡
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛♥❡s ✇❤❡r❡ s❧✐♣♣✐♥❣ ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❝✉rr❡♥t❧② ❦♥♦✇♥ ❛s ❜❡✐♥❣ ❢❛❧s❡✱ ❋❛rr❡♥ ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ❞❡❝✐❞❡❞ t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛t❡♥t ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❬❋❛rr❡♥ ✶✾✷✺❪✳ ■t ❤❛s
♦♣❡♥❡❞ t❤❡ ✇❛② t♦ ❛ ♥❡✇ ♠❛♥♥❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✿ t❤❡ ❡♥✲
❡r❣② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡rs ✇♦r❦s ♦❢ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❬❋❛rr❡♥ ✶✾✷✺✱
❚❛②❧♦r ✶✾✸✹✱ ◗✉✐♥♥❡② ✶✾✸✼❪ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇ ❬▼✐❝❤❡❧❧ ✶✾✺✷✱ ●♦r❞♦♥✳ ✶✾✺✺✱ ❉✐❧❧♦♥ ✶✾✻✷❛✱ ❇❡✈❡r ✶✾✼✸✱ ❈❤r②s♦❝❤♦♦s ✶✾✽✺✱ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✽✺❪✳
♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛s t❤❡ ❞✐✛✉s❡❞ ♦r ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ tr✐❣❣❡rs ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ♠❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇✐t❤✐♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋♦r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥❡❝❦✐♥❣ ❬❲❛ttr✐ss❡ ✷✵✵✷✱
❈❤r②s♦❝❤♦♦s ✷✵✵✾❪✱ ▲ü❞❡rs ❜❛♥❞s ❬▲♦✉❝❤❡ ✷✵✵✶❪✱ P♦rt❡✈✐♥✲▲❡ ❈❤❛t❡❧✐❡r ✭P▲❈✮ ❬❆✐t✲❆♠♦❦❤t❛r ✷✵✵✽✱
❘❛♥❝ ✷✵✵✽❪✱ ❞②♥❛♠✐❝ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ❬●✉❞✉r✉ ✷✵✵✶✱ P❛❞✐❧❧❛ ✷✵✶✶❪✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❩❡❤♥❞❡r ✷✵✵✵❪
✶✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❛♥❞ ❢❛t✐❣✉❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬❇♦✉❧❛♥❣❡r ✷✵✵✹❛✱ ▼♦r❛❜✐t♦ ✷✵✵✼✱ ❇❡rt❤❡❧ ✷✵✵✽❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❤❡♥❝❡✲
❢♦rt❤ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❝♦❧❞✲✇♦r❦✐♥❣✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✇♦r❦ r❡❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❤❡❛t
✇❤❡r❡❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❧❛t❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❝❤❛♥❣❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ✇♦r❦ ✇✐t❤✐♥
t❤✐s ✜❡❧❞ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❇❡✈❡r ❡t ❛❧✳ ❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ▲♦✉❝❤❡ ✐♥ ❬▲♦✉❝❤❡ ✶✾✾✾❪ ♦♥❡
❦♥♦✇s✱ ❛t ❧❡❛st ✉♥❞❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡st✱ t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❧✇❛②s
r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♦♥ s✉❝❤ ❛s ♥❡❝❦✐♥❣✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❛t❡♥t ♦r st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉ss❡s ♦♥❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ✭❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❞❡❢❡❝ts✮
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ s✐❣♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ✢♦✇✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦r✐❣✐♥
♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥s ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤✐s q✉❛♥t✐t②✳
✵✳✷ ❊♥❡r❣② st♦r❛❣❡✱ ✉♥st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❉✉r✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt ❢r♦♠ ♣❧❛st✐❝ s❧✐❞✐♥❣✱ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❛❧ ✐s ♣❧❛st✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦❧❞ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐✳❡ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②✿
• ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ str❡ss✱
• ❛ ✇♦r❦ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ ✐✳❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱
• t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡s❡s ❡✛❡❝t t♦ ❜❡ ♣❛rt❧② ♦r ✇❤♦❧❧② ✈❛♥✐s❤❡❞ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛
♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ P❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉r✱ r❛✐s✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ✧s②st❡♠✧ ❜② s✉❝❤ ❞❡❢❡❝ts ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛❞✐t✐♦♥♥❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞
✧❙t♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❝♦❧❞ ✇♦r❦✐♥❣✧✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s ❡❛r❧② ✐♥ ❬❋❛rr❡♥ ✶✾✷✺❪ ❛♥❞ ❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸❪
♣r❡s❡♥ts ❛ ✇✐❞❡ ♦✈❡r✈✐❡✇✳ ❆♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤✐s ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t r❡❧❡❛s❡❞ ❛❢t❡r
r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ■t ❛❧❧♦✇s ♥♦t❛❜❧② t♦ ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❝♦❧❞ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❡♥❡r❣②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡
❞✐st✐♥❝t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✿ r❡❝♦✈❡r②✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡s❡
♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳
✶✳ r❡❝♦✈❡r②✿ t❤❡ s②st❡♠ ♠✐♥✐♠✐③❡s ✐ts ❡♥❡r❣② ❜② r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦ s✉❜❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s✱
✷✳ ❣r❛✐♥ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✿ ❣r❛✐♥s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r s✐③❡ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡❛✱ t❤❡r❡❢♦r❡
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❡r❣②✱
✸✳ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✿ ♣r♦❝❡ss ❜② ✇❤✐❝❤ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❣r❛✐♥s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞
❣r❛✐♥s t❤❛t ♥✉❝❧❡❛t❡ ❛♥❞ ❣r♦✇ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥s✉♠❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♥✉✲
❝❧❡✐ ✜♥❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♥❡✇ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷ ❢r♦♠ ❬❘❡s❦ ✷✵✶✵❪✮✳ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐s
✵✳✷✳ ❊♥❡r❣② st♦r❛❣❡✱ ✉♥st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✶✺
✉s✉❛❧❧② ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❤❛r❞♥❡ss ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❛ s✐♠✉❧t❛✲
♥❡♦✉s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✉❝t✐❧✐t②✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥s ♥♦t❛❜❧② ✇❤② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝r✉t✐❛❧ ❢♦r
♠❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛❧ ✐♥❞✉str✐❡s✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❝♦❧❞ ✇♦r❦✐♥❣ ✐s ❛ ✧❧❛t❡♥t✧ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠❡t❛❧✱
❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r
♦t❤❡r ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤✉s✱ ✧t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡✱ ❬✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❡t❛❧❪✱ ✐s ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥
♦❢ ❬✐ts❪ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✧ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✺❪✳ ■t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ✐ts ❝✉rr❡♥t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ st❛t❡✱ ✐ts
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤✐st♦r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦♥❡ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡ r❡❝r②st❛❧❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞r✐✈❡s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❣r❛✐♥ ♦r s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❆s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❬❉♦❤❡rt② ✶✾✾✼❪✱ ✧t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❧❛t❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡✧✳
✭❛✮ ■♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✭❜✮ ❉❡❢♦r♠❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
✭❝✮ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✭❞✮ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❊①❡♠♣❧❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬❘❡s❦ ✷✵✶✵❪
❚❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❡❛s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞
✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❛❝t ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛t ❧❡❛st ✉♥❞❡r ❝♦❧❞ ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜✉❧❦ ♦r ❧♦❝❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡✢❡❝t ✐ts ❛❝t✐✈✐t②✳
✶✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❞✐✛✉s❡❞
♦r ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛♥❡❧❛st✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❝❝✉r ❛♥❞ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t❡✱ ❛♥❞
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠✉st ❛♣♣❡❛r✳
✵✳✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②
❲❡ ❤❛✈❡ ❜r✐❡✢② s❡❡♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✐ts ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✉♣ t♦ ✐ts ✉❧t✐♠❛t❡ st❛t❡✳
❖♥❡ ♣r♦♣♦s❡s ❤❡r❡ ❛ ♥♦♥❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r② t♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤✐s q✉❛♥t✐t②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❡♥❡r❣②
st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ✉♥st♦r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s t❤❡♥ ❛✛❡❝t❡❞✳ ❙♦✱
✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛②✱ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ❝❛❧♦r✐♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
t❤r♦✉❣❤ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦r❡❞
❡♥❡r❣② ❛♥❞ str❡ss ✢♦✇✳ ❖♥❡ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿
✶✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r✐✲
❣✐♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡✱ ✐✳❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♦r ♦t❤❡r ❞❡❢❡❝ts✱ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❘❛❥♠♦❤❛♥ ✶✾✾✼❛✱ ●❡r❜❡r ✷✵✵✸✱ ❈❤♦✐ ✷✵✵✹✱
❇❡♥③❡r❣❛ ✷✵✵✺✱ ❍❛③r❛ ✷✵✵✾❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ st♦r❛❣❡ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠ ❛♥❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧✐♠✐t❛t❡❞ t♦ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✳
✷✳ ❚❤❡ ❜✉❧❦ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✱ ✐✳❡ t❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♦♥❡ ✐♥t♦ ❤❡❛t ❬❋❛rr❡♥ ✶✾✷✺✱
❉✐❧❧♦♥ ✶✾✻✷❛✱ ❈❤r②s♦❝❤♦♦s ✶✾✽✾❛✱ ❍♦❞♦✇❛♥② ✷✵✵✵✱ ▲♦✉❝❤❡ ✷✵✵✶✱ ❉♦✉❞❛r❞ ✷✵✵✹✱ ❇❡rt❤❡❧ ✷✵✵✼❜✱
❉✉♠♦✉❧✐♥ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✉❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t②
♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥❝❧✉❞❡s ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts
❛♥❞✴♦r t❤❡✐r ❝❧✉st❡rs✱ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss❡s ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡✐r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
✸✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t②
❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✭❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞✮ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❬▼✐❝❤❡❧❧ ✶✾✺✼✱ ❈❧❛r❡❜r♦✉❣❤ ✶✾✺✽✱ ❇❛✐❧❡② ✶✾✻✵✱
❇❡✈❡r ✶✾✼✸✱ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✽✺✱ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✸✱ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✶✱ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾✱ ❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪✳
▲❡t ✉s ✜rst ❜❛s✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡st❛❜❧✐s❤❡♠❡♥t
♦❢ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✇❡r W ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❞✉r✐♥❣
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♣♦✇❡rWe ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❡❧❛st✐❝ ♦♥❡Wp✳ ❚❤❡ ❛♥❡❧❛st✐❝ ♣♦✇❡r
Wp ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❤❡❛t Q ❛♥❞ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ♣❛rt Ws st♦r❡❞ ✐♥
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
W =We +Wp =We +Q+Ws ✭✶✮
Ws ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣② ❛♠♦✉♥t st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
✵✳✸✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✶✼
✵✳✸✳✶ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤
❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♦♥❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♠❛✐♥ ✇❛②s✳ ■♥t❡r❡st❡❞
r❡❛❞❡rs ❝♦✉❧❞ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✹ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✿
• ❋r♦♠ ♠✐❝r♦❤❛r❞♥❡ss✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡
str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡
dσ
dε
❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞
∂Es
∂Ew
✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ str❡ss✱ ε t❤❡ str❛✐♥✱ Es
t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ Ew t❤❡ ❡①♣❡♥❞❡❞ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞♦♥❡ ❜② ❬❍♦rt ✶✾✵✼❪✳
■t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❛❝t♦r K s✉❝❤ ❛s✿
Es = K
(
σ2 − σ20
)
✭✷✮
■♥ ❬❍❛③r❛ ✷✵✵✾❪✱ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ t❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
✢♦✇ str❡ss ✭σ✮ ❛♥❞ ❱✐❝❦❡rs ♠✐❝r♦❤❛r❞♥❡ss ✭HV ✮ s✉❝❤ t❤❛t σ ≈ HV/3.67✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❝❝♦✉♥ts
❢♦r t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ♦♥❧②✳
• ❋r♦♠ ❊❧❡❝tr♦♥✲❇❛❝❦ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❊❇❙❉✮ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✮✳ ■♥ ❬❈❤♦✐ ✷✵✵✹❪ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥ts ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❧❞✲r♦❧❧❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ ❧♦✇ ❝❛r❜♦♥ st❡❡❧s
❢r♦♠ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊❇❙❉ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✿
✕ ❚❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r❡s✉♣♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡
❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡
❊❇❙❉ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦✇✲❛♥❣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
■t ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ♠❛✐♥❧② st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡t❛❧s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✳
❇❛s✐❝❛❧❧② ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t Es = ρE ✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ E t❤❡
❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ♥♦t❛❜❧② ❜② t❤❡ ❘❡❛❞✲❙❤♦❝❦❧❡②
❡q✉❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡q✳ ✻ ❬❘❡❛❞ ✶✾✺✵❪✮✳ ❚❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s t❛❦❡s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ❬●♦❞❢r❡② ✷✵✵✺❪✿
Es = Svγ + E (ρ0) ✭✸✮
✇❤❡r❡ Sv ✐s t❤❡ ❛r❡❛ ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②✱ γ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜♦✉♥❞❛r② ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛ ❛♥❞
E (ρ0) ✐s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❤✐❣❤✲❛♥❣❧❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❬●♦❞❢r❡② ✷✵✵✺✱ ❈❤♦✐ ✷✵✵✹✱ ❍✉❛♥❣ ✶✾✾✾❪✳
❙✉❜❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ♥♦t❡❞ i ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐✳❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s✉❜❞♦♠❛✐♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇✲
❛♥❣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❣❧❡ ♥♦t❡❞ ∆θ✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r
♦❢ r❡❣✐♦♥ i✱ ♥♦t❡❞ Di ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ∆θi ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣✐❡s✱ γi✱ ❛♥❞ t❤❛t
✶✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ✐s ♦♥❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ∆θi✱ ✐✳❡ ♥♦t❛❜❧② ♥♦♥❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② t②♣❡ ✭t✐❧t ❛♥❞ t✇✐st✮✱ t❤❡ ♠❡❛♥ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛✐♥
i ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❬❍✉♠♣❤r❡②s ✶✾✾✺❪✿
Eis = S
i
vγi ✭✹✮
Siv ≈
3
Di
✭✺✮
γi (∆θi) =

 γm
θ′i
θ∗i
(
1− ln
(
θ′i
θ∗i
))
✐❢ θ′i < θ
∗
i
γm ✐❢ θ
′
i ≤ θ∗i
✭✻✮
✇✐t❤ θ′i = |∆θi| ❢♦r 0 ≤ |∆θi| ≥ π ❛♥❞ θ′i = 2π − |∆θi| ❢♦r π ≤ |∆θi| ≥ 2π✳ θ∗i ❛♥❞ γm ❛r❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ✇❤❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡❝♦♠❡s ❤✐❣❤ ❛♥❣❧❡✱
❝♦♠♠♦♥❧② ✶✺o✳ ■♥ ❬▼✉rr ✶✾✼✺❪✱ γm ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜♦✉t ✵✳✸✷✹ J.m−2✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡rr♦rs❀ ✐♥ ❬●♦❞❢r❡② ✷✵✵✺❪ t❤❡s❡s ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ■t
✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❛t ♦♥❧② ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ◆❡❝❡ss❛r② ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✭GNDs✮ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❙t❛t✐st✐❝❛❧❧② ❙t♦r❡❞ ✭SSDs✮ ♦♥❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♠✉st ❜❡
✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧
♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❝❛❧♦r✐♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳
✕ ❚❤❡ P❛tt❡r♥ ♦r ■♠❛❣❡ ◗✉❛❧✐t②✳ ❲❤❡♥ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❞✐st♦r❞❡❞ ❜② ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❞❡❢❡❝ts s✉❝❤ ❛s
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ♦r s✉❜✲❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❡ ❑✐❦✉❝❤✐ P❛tt❡r♥✶ ✐♥ ❊✳❇✳❙✳❉✳ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡
❞✐st♦r❞❡❞ ❬❩❤♦✉ ✷✵✵✼❪✳ ■t ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝❧❡❛r ❝♦♥tr❛st ✐♥ ❡✈❡r② ❞✐✛r❛❝t✐♥❣
❜❛♥❞s ❢r♦♠ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❧❛♥❡✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞r♦♣ ✐♥ ■♠❛❣❡ ◗✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❊✳❇✳❙✳❉✳
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❢❛❝t✱ s♦♠❡
❛✉t❤♦rs tr✐❡❞ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ■♠❛❣❡ ◗✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧ t♦
t❤❡ s❤❛r♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❑✐❦✉❝❤✐ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞✴♦r
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❬❲✉ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② t❛❦❡s ✐♥ ❈❤♦✐ ✇♦r❦ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
Es ∝ Hi = α
[
1− Qi −Qmin
Qmax −Qmin
]
✭✼✮
✇❤❡r❡ Qi ✐s ■♠❛❣❡ ◗✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ s✐t❡ i✱ Qmin ❛♥❞ Qmax ❛r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛tt❡r♥
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ Hi ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
■♠❛❣❡ ◗✉❛❧✐t② ❛♥❞ Es ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧ t♦ Hi✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠✐♥❞ t❤❛t ✐t ✐s
s♦♠❡✇❤❛t ♥♦t ✜♥❡❞ t♦ s❛② t❤❛t ❊❇❙❉ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♦r ♣❧❛st✐❝✐t② ♦r st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳
■♥st❡❛❞✱ ❊❇❙❉ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ✉♣♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐t❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
❧❛tt✐❝❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ✭GNDs✮✱ ❧❛tt✐❝❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ✭GNDs ❛♥❞ SSDs✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ r♦t❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❛t✐❝❛❧❧② ❛❧✇❛②s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❤❛r❞❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s ♣r❡❝✐s❡❞ ✐♥ ❬❈❤♦✐ ✷✵✵✹❪✱ t❤❡ ■♠❛❣❡ ◗✉❛❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
✶❙❡✐s❤✐ ❑✐❦✉❝❤✐ ❛♥❞ ❙❤♦❥✐ ◆✐s❤✐❦❛✇❛ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛r❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❊❇❙❉ ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ ✶✾✷✽
✵✳✸✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✶✾
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s✉❝❤ ❛s s♣❡❝✐♠❡♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡tr✐❝ ❢♦r ❛
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡♠❛✐♥s q✉❡st✐♦♥♥❛❜❧❡✳
✕ ❚❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss t❡♥s♦r Σ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ t❡♥s♦r E✱ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛
s❝❛❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡✱ t♦ ❛❝❝❡ss t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❚❛②❧♦r ❢❛❝t♦r
✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✳ ■♥ ❬❘❛❥♠♦❤❛♥ ✶✾✾✼❛❪✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❚❛②❧♦r
❢❛❝t♦r ❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ✽✵% ❝♦❧❞✲r♦❧❧❡❞ ■❋ st❡❡❧ s❤❡❡t ✐s r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤✉s ❛ss✉♠✐♥❣ s✉❝❤
❛ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇s✱ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs tr✐❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛♥✉❧❛r st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❬❈❤♦✐ ✷✵✵✹❪✳
• ❋r♦♠ ❳✲r❛② ♦r ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t❛❦❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝r②st❛❧
❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❳ r❛②s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❤✐❣❤❧②
❞❡❢♦r♠❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❦❡❡♣ t❤❡✐r ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s ✭r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ❉❡❜②❡✲❙❝❤❡rr❡r r❛②✮ ✧❛❧♠♦st✧
✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐s s❧✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ♥♦✇ ❝❛❧❧❡❞ ✧t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
♣r♦✜❧❡s✧✳ ❚❤❡ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♠❛② r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♥❣
❝r②st❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱
❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❝r②st❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t ♣r♦✜❧❡s✳ ❑r✐✈♦❣❧❛③ ❬❆❦r✐✈♦❣❧❛③ ✶✾✻✾❪ ❞✐✈✐❞❡❞ ❛❧❧
t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡✐r str❛✐♥ ✜❡❧❞s✿ ❝❧❛ss ■ ❞❡❢❡❝ts
❛t ❧♦♥❣ r❛♥❣❡✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛t ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✿ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱
❝♦❤❡r❡♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❡t❝✳✳✮ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts ❝❧❛ss ■■ s❤♦rt✲r❛♥❣❡✱ ✐✳❡✳
♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts✱ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ❡t❝✳ ✳ ✳ ❙t♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙t✐❜✐t③
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❬❍❛③r❛ ✷✵✵✾❪ ❜② ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝✐♥❣ s✉❝❤
t❤❛t✿
Es =
3
2
E
(∆d/d)2
1 + 2ν2
✭✽✮
✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s✱ ν t❤❡ P♦✐ss♦♥✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ (∆d/d) ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝✐♥❣✳ ❆s ❳✲r❛② ❛r❡ ♥♦t❛❜❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② st❛t❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥✱ s✐♠✐❧❛r ✇♦r❦s ❤❛s
❜❡❡♥ ❞♦♥❡✱ ✉s✐♥❣ ♥❡✉tr♦♥s ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s✐♥❝❡ ♥❡✉tr♦♥ ♣❡♥❡tr❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❙✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥ ❬❘❛❥♠♦❤❛♥ ✶✾✾✼❛✱ ❘❛❥♠♦❤❛♥ ✶✾✾✼❜✱
▼♦♥♥❡t ✷✵✵✾✱ ❍❛③r❛ ✷✵✵✾❪
✵✳✸✳✷ ❚❤❡ ❜✉❧❦ ❛♣♣r♦❛❝❤
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ✐♥✲s✐t✉ ❡♥❡r❣②
❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛✐♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡rr♦rs✳ ■♥t❡r❡st❡❞
r❡❛❞❡r ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ ❛ ✈❡r② ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝❛❧♦r✐♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ st♦r❡❞
❡♥❡r❣② ✐♥ ❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸❪✳ ❚❤✐s ✇❛② t❛❦❡s ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱
♥♦t❛❜❧② t❤❡ ✜rst ❧❛✇ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✿
Es = ∆E = Q+W ✭✾✮
✷✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
✇❤❡r❡∆E ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✱ Q t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❤❡❛t ✭❛ss✉♠❡❞
❛s ❜❡✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ❛❜s♦r❜❡❞✮ ❛♥❞ W t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❜♦❞②✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✐✳❡ ❡❧❛st✐❝ ♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝✱ Q = −W
❛♥❞ ∆E = Es = 0✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❤❡❛t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s ♥♦ ♠❡t❛❧ ✐s
✐❞❡❛❧❧② ♣❧❛st✐❝✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡q✉✐r❡s t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛t✳ ❇❡✈❡r ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t✇♦
♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s✿
✶✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡✲st❡♣ ♠❡t❤♦❞s ✿ t❤✐s ❛ ❜✉❧❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✳ ❉✉r✐♥❣ ❞❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r❝❡✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❤❡❛t✳ ❋❛rr❡♥ ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ❬❋❛rr❡♥ ✶✾✷✺❪ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r✲
❧✐❡st st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts ♣✐♦♥❡❡r r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ β r❛t✐♦✱ ✐✳❡
t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s st♦r❡❞ ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❞♦♥❡✱ ❢♦r ❛ t✇✐stt❡❞ ♣✉r❡ ❝♦♣♣❡r s♣❡❝✐♠❡♥
❬❚❛②❧♦r ✶✾✸✹❪ ❛♥❞ ❛ str❡t❝❤❡❞ r♦❞ ♦❢ ♠❡t❛❧ ✭❋❛rr❡♥ ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ❬❋❛rr❡♥ ✶✾✷✺❪✮✳ ❆✉t❤♦rs ❡♠♣❤❛s✐③❡
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t β ✐s ♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t ✉♣ t♦ NDl = 1 ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t r❛♣✐❞❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♣ t♦ ❛ s❛t✉r❛t❡❞
st❛t❡✳ ❚❤❡② ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ t❤❛t ❧❛t❡♥t ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ r❡t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦
❝♦❧❞ ✇♦r❦✐♥❣✱ ♠❛② ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧②✳ ◆♦t❛❜❧② ❢♦r ❛ t✇✐st✐♥❣ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ❛ st❛❣❡ ❝♦✉❧❞ ✉❧t✐✲
♠❛t❡❧② ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❧❛t❡♥t ❡♥❡r❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ♠❛♥②
❛✉t❤♦r ❤❛✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳
✭❛✮ β ✐♥ % ✭❜✮ E′s
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ✭❛✮ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥ ❧❛t❡♥t ✐♥ ♣✉r❡ ❝♦♣♣❡r s♣❡❝✐♠❡♥ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦
♣❧❛st✐❝ t✇✐st✐♥❣ ❬❚❛②❧♦r ✶✾✸✹❪ ❛♥❞ ✭❜✮ ❡✛❡❝t ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤❡❛t ❛♥❞ ✇♦r❦ ♦♥
t②♣✐❝❛❧ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♥❣❧❡✲st❡♣ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸❪
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛t ❛r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✳
❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸❪✳ ■t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇♦r❦
❛♥❞ ❤❡❛t ❞♦ ♥♦t ❞✐✛❡r ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵% ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② tr❛❞✐t✐♦♥♥❛❧❧②
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♠❡t❛❧s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♥ ✧❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛❝❝✉r❛❝②✧ ♦♥ ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐t② ✐s
✵✳✸✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✷✶
❝r✉t✐❛❧✳ ■❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ✇♦r❦ W ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥❡ W ′ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t jW
❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ ❤❡❛t Q ❛❧s♦ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥❡ Q′ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t kQ✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
E′s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✸ ✭❜✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❢r♦♠ ✵ t♦
✻% ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ♦♥ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❤❡❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡rr♦r ✐♥ Es ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝✉r✈❡ s❤❛♣❡✳
✷✳ ❚✇♦✲st❡♣ ♠❡t❤♦❞s ✿ ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡st ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ❛♥❞
✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❛❦❡s ♣r♦✜t ♦❢ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢
st♦r❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❝❡ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❤❛s ❜❡❡♥
❧♦❛❞❡❞✱ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❡♠❛✐♥s ❧❛t❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②
r❡❧❡❛s❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❇❡✈❡r ❞❡❝♦♠♣♦s❡s
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿
• ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✿
✕ ❆♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✿ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡ ✭♣r❡✈✐♦✉s❧②
❛♥♥❡❛❧❡❞✮ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❧② ❤❡❛t✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✱ ✉s✉❛❧❧② ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ r✐s❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳
■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss s✐♥❝❡ t❤❡
st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❣r❛❞✉❛❧❧② r❡❧❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆P ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧ t♦
t❤❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts r❡s✉❧ts ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❈❧❛r❡❜r♦✉❣❤✬s ✇♦r❦s
✇❤♦ ❤❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ❛❧s♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❛ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✿ r❡s✐st✐✈✐t② ❛♥❞ ❤❛r❞♥❡ss ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇❤✐❝❤ ❛r❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ✭❛✮ ❘❡❧❡❛s❡ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ♣❧♦tt❡❞ ❛s ♣♦✇❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆P ✱ ❢r♦♠ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝♦♣♣❡r
❞❡❢♦r♠❡❞ ✸✸% ✐♥ t❡♥s✐♦♥ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ✭❱❍◆✮ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ❤❛r❞♥❡ss✱ ✭❘✮ r❡s✐st✐✈✐t② ❛♥❞ ✭❉✮
❞❡♥s✐t② ✭❛❢t❡r ❈❧❛r❡❜r♦✉❣❤✱ ❍❛r❣r❡❛✈❡s ❛♥❞ ▲♦r❡tt♦ ✶✾✻✸✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②
❢r♦♠ ✾✾✳✾✾✾% ❝♦♣♣❡r ❞❡❢♦r♠❡❞ ✸✵% ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❡♥s✐♦♥✱ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬●♦r❞♦♥✳ ✶✾✺✺❪
✷✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
• ■s♦t❤❡r♠❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✿ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛❧♦r✐♠❡✲
t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ●♦r❞♦♥ ❬●♦r❞♦♥✳ ✶✾✺✺❪
❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♠✐❝r♦❝❛❧♦r✐♠❡t❡r ❛❜❧❡ ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s t♦ ✇✐t❤✐♥ ✶✵−4 o❈✳ ❋✐❣✉r❡
✹ ✭❜✮ s❤♦✇s r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❛ ✾✾✳✾✾✾% ♣✉r✐t② ❝♦♣♣❡r s♣❡❝✐♠❡♥ ❛❢t❡r ✸✵% ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❡♥s✐♦♥
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❤❡r❡ t❤❡ ✇✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡✳
• ❘❡❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✿ ❤❡r❡✱ ❛ ❝♦❧❞✲✇♦r❦❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ♦♥❡ r❡❛❝t ✇✐t❤ ❛ s♦❧✈❡♥t
✭✇♦r❦✐♥❣ s✉❜st❛♥❝❡✮ ✐♥ ❛ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r✳ ❚❤❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❤❡❛ts ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥✳
❇❡✈❡r ❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸❪ s✉♠♠❛r✐③❡s ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❜② ♦♥❡ s❡♥t❡♥❝❡✿ t❤❡ ✧s✐♥❣❧❡✲st❡♣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❬✇❤❡r❡❛s❪ t❤❡ t✇♦✲st❡♣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❧❞✲✇♦r❦❡❞ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ st❛t❡✧✳
❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❝✉rr❡♥t ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡❞
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ✇♦r❦s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ t❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s ♠❛✐♥ st❡♣s ✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ❛❜♦✉t t❤❡
✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ β r❛t✐♦✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❞❡①❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ t❛❜❧❡ ✶✿
(1) ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ β r❛t✐♦ t❡♥❞ t♦✇❛r❞ ③❡r♦✳
(2) ■♥ ❬❈❤r②s♦❝❤♦♦s ✶✾✽✺❪✱ t❤❡ ❤❡❛t Q ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ ■♥❢r❛❘❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s ❞♦❡s♥✬t ❛❧❧♦✇ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❤❡❛t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡r✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t
❡q✉❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t♦ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ■♥❢r❛❘❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳
(3) ■♥ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✸❪✱ t❤❡ ❤❡❛t Q ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❏♦✉❧❡✲▲❡♥③ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✲r❡s✐st❛♥❝❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ ❛♥
✉♥str❛✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉♥❞❡r
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❤❡❛t Q ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✉r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭s❡❡
❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮✳
(4) ■♥ ❬❇❡rt❤❡❧ ✷✵✵✼❜❪ ♦r ❬❇❡rt❤❡❧ ✷✵✵✽❪✱ t❤❡ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ■♥❢r❛❘❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛✲
♣❤② ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
❘❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛❧❧♦✇s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✐ts ❧♦❝❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ ❡✈❡r② ♠❛✲
t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
✵✳✸✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✷✸
✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❛❜❧② ♥♦t❡ ❢r♦♠ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✸❪✱ t❤❛t t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡♥❞❡❞ ❡♥❡r❣②
r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜♦✉t ✹✵% ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t♦✇❛r❞ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ st❛t❡ ❛t ≈✷✺%✳▼❡❝❤❛♥✐s♠s ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ st♦r❛❣❡ r❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳
r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠❛t❡r✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s β r❛t✐♦✭%✮
❬❋❛rr❡♥ ✶✾✷✺❪
st❡❡❧ ✶✸✳✺
❝♦♣♣❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝
t❡♥s✐♦♥
t❤❡r♠♦❝♦✉♣❧❡ ✾✳✺
❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ✼
❬❚❛②❧♦r ✶✾✸✹❪
❝♦♣♣❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝
t✇✐st
❝❛❧♦r✐♠❡t❡r ✽✳✸→(1) ✵
❞❡❝❛r❜✉r✐s❡❞ ♠✐❧❞
st❡❡❧
✾✳✷→✵
❬❉✐❧❧♦♥ ✶✾✻✷❛❪ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❝②❝❧✐❝
t✇✐st
t❤❡r♠♦❝♦✉♣❧❡ ✷✸✳✵✽
❬❈❤r②s♦❝❤♦♦s ✶✾✽✺❪
❞✉r❛❧✉♠✐♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝
t❡♥s✐♦♥
♠✐❝r♦❝❛❧♦r✐♠❡t❡r
❳❈✸✽ st❡❡❧ ✳ ✳ ✳ ■❘ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②(2) ✺✵✲✻✵→≈✷✵
✭✾% ♦❢ str❛✐♥✮
❆✸✶✻▲ ✳ ✳ ✳ ■❘ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②
❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✸❪ ❛✉st❡♥✐t✐❝ st❡❡❧ ♠♦♥♦t♦♥✐❝
t❡♥s✐♦♥
■❘ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r(3)
✵→✸✺✲✹✺→✷✺
✭✷✵% ♦❢ str❛✐♥✮
❬❇❡rt❤❡❧ ✷✵✵✼❜❪ ❉P✻✵✵ st❡❡❧ s②♠♠❡tr✐❝
❢❛t✐❣✉❡
t❡st
■❘ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞
❉■❈(4)  
 
 
❚❛❜❧❡ ✶✿ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡r♠♦❝♦✉♣❧❡
t♦ ■♥❢r❛❘❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❢r♦♠ ❬❋❛rr❡♥ ✶✾✷✺❪ t♦ ❬❇❡rt❤❡❧ ✷✵✵✽❪ t❤❛t t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
❤❛s ❡♥✈♦❧✈❡❞✳ ❖♥❡ ♣❛ss❡s ❢r♦♠ ✵ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❜✉❧❦ ❤❡❛t✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❢♦r❝❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s
❛ s❝❛❧❛r ❣❧♦❜❛❧ q✉❛♥t✐t②✮ t♦ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭str❛✐♥ ✜❡❧❞s✱ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss str❡ss
✜❡❧❞ r❡♠❛✐♥s ❛ tr✐❝❦② ♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❝❡✱ ❛s t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■t ✐s ♥♦t ♠❡❛s✉r❡❞
❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❧② ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡①❝❡♣t❡❞ ❢♦r str❡ss✱ ♦♥❡ ❤❛s ❝✉rr❡♥t❧② ❛❝❝❡ss t♦ ❣r❛❞✐❡♥ts
❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡❞ q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st✉❞✐❡s t❛❦❡ ♣r♦✜t ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛❧ ♣♦✐♥t✿
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❝❛♠❡r❛s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡♥♦✉❣❤
s✐❣♥✐✜❝❛♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❝❛❧❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✵✳✹✳✷✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
✷✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
✵✳✸✳✸ ❚❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❚❤❡ ✇❛② t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ✧♠✉❧t✐s❝❛❧❡✧ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ st✉❞✐❡s ✇❤❡r❡ ❛✉t❤♦rs s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② tr✐❡❞ t♦ ❧✐♥❦ t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♠✐①❡❞
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♦r ❤❡❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❚❤✐s ✇❛② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
✜❡❧❞s ✇✐t❤✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✿ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❞ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✉❡✳
■t t❛❦❡s ♣r♦✜t ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛ ✜♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❣r❡❛t r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤✐s ❞✐❛❧♦❣✉❡✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ❤❡r❡✿
• ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤ ✿ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐♦✲
♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s ♦❢ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ◗✉✐♥♥❡② ✐♥ ❬❚❛②❧♦r ✶✾✸✹❪✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛
♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐♦♥ t❡st ✐♥ ❬❋❛rr❡♥ ✶✾✷✺❪ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t✇✐st ✐♥ ❬❚❛②❧♦r ✶✾✸✹❪✱ ❛✉t❤♦rs
✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ t❤❛t ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐♦♥ t❡st ♣r♦✈✐❞❡s t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥❧② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
❧❛t❡♥t ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ✐t ❝♦✉❧❞ st♦r❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✇✐st ❧♦❛❞✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦❧❞✲✇♦r❦✳
❚❤✐rt② ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ❈❧❛r❡❜r♦✉❣❤ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❈❧❛r❡❜r♦✉❣❤ ✶✾✺✺❪ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤✐s ♣♦✐♥t✳
❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✺✳
❋✐❣✉r❡ ✺✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✭❯✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❲✮ ✐♥ J.kg−1 ❢♦r
✈❛r✐♦✉s ♠❡t❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣✳ ❂♥✐❝❦❡❧✱ t♦rs✐♦♥❀ ◦❂❛rs❡♥✐❝❛❧ ❝♦♣♣❡r✱ t♦rs✐♦♥ ❀ ×❂❛rs❡♥✐❝❛❧
❝♦♣♣❡r✱ t❡♥s✐♦♥❀ △❂♣✉r❡ ❝♦♣♣❡r✱ t♦rs✐♦♥❀ +❂♣✉r❡ ❝♦♣♣❡r✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❬❈❧❛r❡❜r♦✉❣❤ ✶✾✺✺❪
❊✈❡r② ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♣♣❡❛rs t♦ t❡♥❞ t♦✇❛r❞ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ st❛t❡✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❇✉t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ st♦r❛❣❡ ✐s
♠♦r❡ ♦r ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐s t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
r❛t❡ ♦❢ st♦r❛❣❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ♠❛❦❡ s❡♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ st✉❞✐❡s ❬❈❧❛r❡❜r♦✉❣❤ ✶✾✺✽✱ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✺❪
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡✳
• ❚❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✿ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠❡t❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧②
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✛❡❝t ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡✿
✧s♠❛❧❧❡r ✐s str♦♥❣❡r✧✳ ■♥ ✶✾✺✽✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣✐♥✐♦♥ ❡①✐sts ❛s t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
✵✳✸✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✷✺
❣r❛✐♥ s✐③❡✱ s♦ ❈❧❛r❡❜r♦✉❣❤ ❤❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ♥♦t❛❜❧② ♦♥ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
❤❛r❞❡♥❡ss ❬❈❧❛r❡❜r♦✉❣❤ ✶✾✺✽❪✳ P✉r❡ ❜❛r ♦❢ ❝♦♣♣❡r ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❡♥s✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
t❡st ❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤❛r❞♥❡ss ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❤❡❛t
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ t✇♦✲st❡♣ ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts
❤✐s r❡s✉❧ts✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ✭❛✮ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❡①♣❡♥❞❡❞ ✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r s♣❡❝✐✲
♠❡♥s ♦❢ ❝♦♣♣❡r✿ • ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ✭30µm✮ ❛♥❞ + ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ✭150µm✮ ❬❈❧❛r❡❜r♦✉❣❤ ✶✾✺✽❪✳ ✭❜✮ ❉❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ desdew ✭r❛t✐♦ ♦❢ r❛t❡ ♦❢ st♦r❛❣❡ ♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❡♥❞❡❞ ❡♥❡r❣②✮ ✈s str❛✐♥ ❢♦r A ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ✭8µm✮
❛♥❞ B ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ✭80µm✮❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✺❪
❍✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❛s t❤❛t ❛t ❧♦✇ str❛✐♥✱ ✜♥❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ✭30µm✮ st♦r❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥
♦♥❡s ✭150µm✮✱ ❜✉t ❛s t❤❡ str❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝t✳ ❆t ❧♦✇ str❛✐♥✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ♦❜st❛❝❧❡ t♦ s❧✐♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ str❛✐♥ ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♦❝❝✉r✱ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❣r♦✇s ❢r♦♠ ❜♦✉♥❞❛r② t♦
❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✐♥ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r❛t❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡♥✱ ♦❜st❛❝❧❡s t♦ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦✈❡♠❡♥t ❜❡✲
❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r♦ss s❧✐♣ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧♦✇❡r
r❛t❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② s♠❛❧❧❡r ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡
❝❧♦s❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✱ st♦r❡ ♠♦r❡ r❛♣✐❞❡❧② t❤❛♥ ❤✐❣❤❡r ♦♥❡s✳ ❖❧✐❢❡r✉❦ ❝♦♥✜r♠s t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❛♥
❛✉st❡♥✐t✐❝ st❡❡❧ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✺❪✿ ✐♥ ❛ ✜rst st❛❣❡ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ st♦r❛❣❡ r❛t❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
♦❢ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ str❡ss ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤❡r❡ ❡❛s② ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ❛r❡ ✇✐❞❡❧②
♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❜❡❝♦♠❡s
t♦♦ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ st♦r❛❣❡ r❛t❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻ ✭❜✮✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧♦✇
❡♥❡r❣② ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛❣❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛✲
✷✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ❛❞❞s t❤❛t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ r❛t✐♦ ♦❢ st♦r❛❣❡ r❛t❡ ♦♥ ❡①♣❡♥❞❡❞ ✇♦r❦ r❛t❡ ♠❡❛♥s ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❝❝✉r✐♥❣ ✐♥ t❤✐s st❛❣❡✱
✐✳❡ ❝r♦ss✲s❧✐♣ ❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✱ ♠✐❝r♦ s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✻❪✳ ✳ ✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✭❜✮
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❘❡❛❞❡rs ❝♦✉❧❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✐♥✲s✐③❡ ♦♥
✐♥✐t✐❛❧ st♦r❛❣❡ r❛t❡✱ ❛♥❞ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✺❪✱ ❛
❤✐❣❤❡r st♦r❛❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥ s♠❛❧❧❡r ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❣r❛✐♥s ✐s ❢♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❬❈❧❛r❡❜r♦✉❣❤ ✶✾✺✽❪✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ♣♦✐♥t ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②
❤✐❣❤ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❡st✳
• ❚❤❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣② ♦❢ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✿ ❢r♦♠
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆s❤❜② ❬❆s❤❜② ✶✾✼✵❪ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ✐♥ ♠❡t❛❧✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧❧② ❙t♦r❡❞ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✭SSDs✮ ❛♥❞ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ◆❡❝❡ss❛r②
❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✭GNDs✮✳ GNDs ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ SSDs ❛s t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ r❡✲
❣✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ♦r
str❛✐♥✲❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ GNDs ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛t✲
t✐❝❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❖♥❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ SSDs ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧②
❞❡❢♦r♠✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❜② r❛♥❞♦♠❧② tr❛♣♣✐♥❣ ♦t❤❡r ♠♦✈✐♥❣ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❆s
t❤❡s❡s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ♠♦✈❡ ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❝❛♥
❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✿ s❤♦rt r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ SSDs ❛♥❞ GNDs ❞❡♥s✐t✐❡s ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ t❤❡
s❧✐♣ s②st❡♠ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦✲
❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ str❡ss ✜❡❧❞s✳ ❖❧✐❢❡r✉❦ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✻❪ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸❪ ❛♥❞ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❦s✱ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ✢♦✇ str❡ss ❛♥❞ st♦r❡❞
❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ♦♥ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❙❤❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❡①✐st ♦♥❧② ❛❢t❡r ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ r❛t❡ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✻ ✭❜✮ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✼ ✭❛✮✮✳ ■t ✇❛s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ t❤❛t✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ σ2 ∝ ρ✱ ✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❙♦ Es ∝ σ2 ∝ ρ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❧②
✐♥ t❤❡ st❛❣❡ ✇❤❡r❡ r❛t✐♦ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❛t❡ ♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❡♥❞❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡❝r❡❛s❡✳ ■♥ ❛ ✜rst
st❛❣❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ st♦r❛❣❡ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♣r❡s❡♥t✳ ■♥
❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✹❪✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❡st ♦♥ ♣r❡✲str❛✐♥❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭L✮✱ ✐♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭T ✮ ❛♥❞ ♦♥ st❛♥❞❛r❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✭0✮ ♦❢ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
s✉❝❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ desdew ❝✉r✈❡ ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ♦♥ ❢✉rt❤❡r r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✭L✮ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ✭L✮
s♣❡❝✐♠❡♥✱ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❛❝❝♦♠♦❞❛t❡❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ■t
❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ✐♥ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ desdew ❝✉r✈❡ ✐s ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ t♦ ♠✐❝r♦✲str❡ss❡s ✭✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss❡s✮ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱
♥♦t❛❜❧② ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥t ❣r❛✐♥s✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss❡s ✭❡❧❛st✐❝ ❛❝❝♦♠♦✲
❞❛t✐♦♥ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✮ ❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✢♦✇✳ ■♥ ❛ ✜rst st❛❣❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♥♦t❛❜❧② ♦♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss❡s✱ ✐✳❡✳ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ t❡①t✉r❡✱ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✭❢r♦♠ 0 t♦ ≈ 4.5% ✐♥ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✻❪✮ t❤❡♥
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❜❡❝♦♠❡s ♣r♦♠✐♥❡♥t ❛♥❞ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ ✐t✳
✵✳✸✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✷✼
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✼✿ ✭❛✮ ❙t♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ str❡ss sq✉❛r❡ ❞✉r✐♥❣ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✉st❡♥✐t✐❝
st❡❡❧✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡✐❣❤t s❛♠♣❧❡s ✭❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❂ ✽✵ µm✮
❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✻❪ ❛♥❞ ✭❜✮ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ r❛t❡ desdew ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ε
p ❢♦r t❤❡
L✱ T ❛♥❞ 0 s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♠❛r❦❡❞ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✹❪
❚✇♦ ❝♦♥❧✉s✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉t ✐♥ ❧✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿
• ❚❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ❡✈❡♥ ❛t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✱ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞
t♦ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✐♥
s✐③❡✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡❧❛st✐❝ str❡ss❡s ♦r ♣❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❛❧✲
❧♦✇s ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♥❡❧❛st✐❝
♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❖♥❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✲
❛❧♦❣✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t❡ ♦❢ st♦r❛❣❡ ♦r ✉♥st♦r❛❣❡ ✭r❡❧❡❛s❡✮✱ t❤❡✐r t❤r❡s❤♦❧❞s
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♥❡❧❛st✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣✱ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥❡❞ ✇❛②
♦♥ ♥❡✇ ❡♥❡r❣② ❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❬❈❤r②s♦❝❤♦♦s ✶✾✽✾❜✱ ❱✐♥❝❡♥t ✷✵✵✽❪✳
• ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛s ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ str❛✐♥ ❧♦✲
❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ ❧♦❝❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✲
✐t② ♦❢ s♦♠❡ ✇♦r❦s ❬❲❛ttr✐ss❡ ✷✵✵✷✱ ▲♦✉❝❤❡ ✷✵✵✺✱ ❆✐t✲❆♠♦❦❤t❛r ✷✵✵✽✱
❘❛♥❝ ✷✵✵✽✱ P❛❞✐❧❧❛ ✷✵✶✶✱ ❘✐tt❡❧ ✷✵✶✵✱ ▼❛②♥❛❞✐❡r ✷✵✶✶❛❪ ✇❤❡r❡ ❛✉✲
t❤♦rs ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ tr❛❝❦ s✐❣♥s ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
✐♥❢r❛r❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳
▼❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
r❡s✐st✐✈✐t②✱ ❞❡♥s✐t②✱ ❤❛r❞❡♥❡ss✱ ♠❡t❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ✭❛❞❞✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❆ ✇✐❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✷✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
♦❢ ❧✐tt❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸❪✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❧♦❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤② ✐s
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❣r❛✐♥ s❝❛❧❡
♦❢ ❢✉❧❧② ♣♦❧②❝r②st❛❧✱ ❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜✐❝r②st❛❧s ♦r ♦❧✐❣♦❝r②st❛❧s ✭< 10
❣r❛✐♥s✮ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✵✳✹✳✷✮✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ s❝❛❧❡✳
✵✳✹ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡
✵✳✹✳✶ ◗✉❡st✐♦♥✐♥❣ ♣♦✐♥t
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ■♥❢r❛r❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❉✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①
❈ ❛♥❞ ❇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t ✉s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ q✉❡st✐♦♥✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❖♥❡ ❤❛s s❡❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r
t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦♥❡ ✐s t❤❛t
t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ss✉♠❡s ❛
♠♦❞❡❧✱ ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇s t♦ r❡❝♦✈❡r st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱
r♦t❛t✐♦♥✱ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✧❞✐✣❝✉❧t t♦ ✈❡r✐❢② ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②✧✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥
♥♦t❛❜❧② tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❬▼✐r♦✉① ✶✾✾✾❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♦♥❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❢r♦♠ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈ ❛♥❞ ❇✱ t❤❛t t❤✐s ♣♦✐♥t
✐s ♥♦t ❝❧❡❛r❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥②❧♦♥❣❡r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❞❡s✐r❡s t♦ ❣♦ ❞♦✇♥ ✐♥ s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❝❛❧♦r✐♠❡tr② ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss t♦ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ✭♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
s❝❛❧❡✮✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ■♥❢r❛❘❡❞ ❝❛♠❡r❛ ❞♦ ♥♦t✳ ❚❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✜rst❧②
❛s❦ ♠❛♥② ❤❛r❞ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s✱ st✐❧❧ ✉♥s♦❧✈❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② r❡q✉✐r❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ r❡❝♦✈❡r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ st♦r❡❞ ♦♥❡s✳ ■t r❡♠❛✐♥s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦
❛❝❝❡ss t♦ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts✳
✵✳✹✳✷ ❙❝❛❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ✐♥❢r❛r❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② s❝❛❧❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
• ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ♠❛♥✲
❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣♦❧②❝r②st❛❧s✳ ▼❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❢♦r
❡①❡♠♣❧❡ ❬❙t❛♥❧❡② ✶✾✻✾✱ ●❡r♠❛♥ ✶✾✼✽✱ ❆t❦✐♥s♦♥ ✶✾✽✽❪✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛✉st❡♥✐t✐❝ st❛✐♥❧❡ss
st❡❡❧✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❝r❡❛t✐♥❣ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠s ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳
• ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ■❘ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ■♥ s✐t✉ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛s ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ t♦♦❧ t❤❛♥❦s t♦ r❡❝❡♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ❞❡t❡❝t♦rs✱ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♣✐①❡❧ ❛rr❛②✱ ❛♥❞
❝❛♣t✉r❡ r❛t❡✳ ▼♦st ♦❢ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶✵✵ t♦ ✺✵✵
µm/pixel ❛♥❞ ❛ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵ t♦ ✶✵✵ ❍③✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❢r❛♠❡
r❛t❡ ❢✉❧❧✜❡❧❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵✵✵✬s ♦❢ ❍③✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ s♣❧✐t✲❍♦♣❦✐♥s♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ❜❛r ✭❙❍P❇✮ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❬●✉③♠á✐♥ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❞②✲
♥❛♠✐❝ ❢r❛❝t✉r❡ ❬❩❡❤♥❞❡r ✷✵✵✵❪ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss s✉❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❡s
❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✻✹①✶✻ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ✽①✽ ♣✐①❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱
✵✳✹✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✷✾
✐♥ ❬P❛❞✐❧❧❛ ✷✵✶✶❪ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✽µm/pixel✱ ♦✈❡r ❛ ✸✷✵①✷✺✻ ♣✐①❡❧ ❛rr❛② ♦❢ ■♥❙❜ ❞❡t❡❝t♦rs
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✶✺✼ ❢r❛♠❡s✴s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢♦❝❛❧
♣❧❛♥❡ ❛rr❛② ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛ ✉s❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ❙tr❡ss P❤♦t♦♥✐❝s ♠♦❞❡❧
❉❚ ✶✺✺✵ ✭❙tr❡ss P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✷✵✵✽✮ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ■❘ tr❛♥s♠✐ss✐✈❡ t✇♦✲♣♦s✐t✐♦♥ ③♦♦♠ ❧❡♥s✳
❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ✹ ②❡❛rs✱ ✸ st✉❞✐❡s ✇❡r❡ tr✉❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤❡ ❣r❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ s❝❛❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r ❡♥❡r❣②
❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡✱ ✇✐t❤ ♠❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ✭❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣ ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ❜✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ■♥❢r❛r❡❞
❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ r❡q✉✐r❡s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❡✈❡r② ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤✉s ✐t r❡q✉✐r❡s t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✳ ❉✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✳ ❋✐♥❛❧❧② ♥♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ st✉❞② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✉♥❞❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐♦♥ t❡st✳
❇♦❞❡❧♦t ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r ❢✉❧❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✐♥✲
s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❆■❙■ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽✱ ❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾✱
❇♦❞❡❧♦t ✷✵✶✶❪✳ ■t ❝♦✉♣❧❡s ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✮ ❛♥❞ ■♥❢r❛❘❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤②
✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✮✳
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✶✶❪✳
❖♥❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❡ ✈❡r② ❧♦✇ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❧♦✇ ♣❧❛st✐❝ ♦✛✲s❡ts✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞✐❝❤r♦ï❝ ♠✐r♦r ✇❤✐❝❤ tr❛♥s♠✐ts ■❘ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ r❡✢❡❝t ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥❡s✳ ■t ❛❧❧♦✇s ♦❜s❡r✈✐♥❣
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❝❛♠❡r❛s✳ ❘❡s✉❧t✐♥❣ ❞❛t❛s ❛r❡ ❢✉❧❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥s♦❢❛r
❛s ❜♦t❤ ✜❡❧❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ③♦♥❡ ✭✺①✺ mm2✮✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ str❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❋✐❣✉r❡ ✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✷ s✉♠♠❛r✐③❡s ♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳
✸✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❱✐s✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ■♥❢r❛❘❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❝❛♠❡r❛ ❏❛✐ ❈❱✲▼✹✰ ❈❈❉ ❈❡❞✐♣ ❏❛❞❡ ■■■ ▼❲
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✼ ❍③ ✶✹✵ ❍③
tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❉■❈ ❞✐❝❤r♦ï❝ ♠✐r♦r
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✾✵ µm/px ✶✵✹ µm/px
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✵✳✶ % ✸✵ ♠❑
♠❛t❡r✐❛❧ ❆■❙■ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧
♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ✶✶✽µm ✲ ✶✼✼✻ ❣r❛✐♥s
❚❛❜❧❡ ✷✿ ▼❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✶✶❪
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✳ ❉✐✛❡r❡♥t✱ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❛♥❞ ❝②❝❧✐❝ t❡sts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✾✱ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t② ✇✐t❤✐♥ ❛ ❆✸✶✻▲ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st
✉♣ t♦ ✷✼✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s
❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳
✭❛✮ εaxial ✭❜✮ θ ✭❝✮ β
❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❈❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✺①✶✵−3 s−1 ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ✭❛✮ ❆①✐❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✺①✺ mm2 ❩❖■ ❛t ✷✻✽✳✾ ▼P❛ ✭R0.2%e = 223✮✳ ✭❜✮ ❋✐❡❧❞ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t s❛♠❡ ✐♥st❛♥t✳ ✭❝✮ ❋✐rst ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ β r❛t✐♦
✭β =
✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
♣❧❛st✐❝ ✇♦r❦
✮ ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✶✶❪
❋✐❡❧❞s r❡✢❡❝t t❤❡ ❡❛r❧② ♣❧❛st✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠♦r❡
✶✼✼✻ ❣r❛✐♥s✳ ❋✐❣✉r❡s ✾ ♣♦✐♥ts ❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✾ ✭❛✮✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ♠❛♥② r❡❣✐♦♥s ❧♦❝❛❧✐③❡ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r ✹% ♥❡✈✲
❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❧② ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♦♥s s❡❡♠s t♦ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t ❤❡❛t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✾ ✭❜✮✮✳ ■t ♣♦✐♥ts t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ str❛✐♥ ♦✈❡r t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ✇❤✐❧❡ t❤❡
✵✳✹✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✸✶
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✉s ✐t r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤❡❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❤❡❛t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✾ ✭❜✮ ❛ ❝❧❡❛r ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ✈❡r② ❞❡❢♦r♠❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✾ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥ts ✜rst ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
β r❛t✐♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❤❡❛t✳ ❚❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞
✉s✐♥❣ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥s✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t
❤❡❛✈✐❧② ♠❛r❦❡❞ ③♦♥❡s ✭❜② s❧✐♣ ♠❛r❦s✮ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧♦✇ β r❛t✐♦ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧②
❡①♣❡♥❞❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❜❡❡♥ st♦r❡❞ ✐♥t♦ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♦t❤❡rs t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✇♦r❦ ✐s ❤✐❣❤❧②
❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐♥t♦ ❤❡❛t✳
■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇♦r❦s ♦❢ ❙❛❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬❙❛❛✐ ✷✵✵✼✱ ❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ ❆❧ ❜✐✲
❝r②st❛❧s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐♦♥ t❡st✳ ■t ❝♦✉♣❧❡s ❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞ ✭✉s❡❞ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥ ❬❉❡❧❛✐r❡ ✷✵✵✵❪✮
❛♥❞ ■♥❢r❛❘❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳
❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪✳
❚❤❡ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❤❛s t❤❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐ts
❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ ♠❛❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s❧✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐✳❡
s♠❛❧❧ ♣❧❛st✐❝ ♦✛✲s❡t✳ ❲♦r❦s ❢♦❝✉s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts✿ ✭✶✮ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
♦❢ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ✉♥st♦r❛❣❡ ✐♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ✭✷✮ t❤❡ ❢✉❧❧②✲
❝♦✉♣❧❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ✭✸✮ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢
❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣✱
t❤❡ ■❘ ❝❛♠❡r❛ ✐s s❧✐❣❤t❧② t✐❧t❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❜② ❜♦t❤
■❘ ❛♥❞ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❛❜❧❡ ✸ s✉♠♠❛r✐③❡s ♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳
✸✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❱✐s✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ■♥❢r❛❘❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❝❛♠❡r❛ ❍❛♠❛♠❛ts✉ ❈❡❞✐♣ ❏❛❞❡ ■■■ ▼❲
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✹✳✺ ❍③ ✷✵ ❍③
tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞ t✐❧t❡❞ ❝❛♠❡r❛
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✸✻✵ µm/px ✶✼✵ µm/px
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✵✳✶%❁✉❁✵✳✽% ✷✵ ♠❑
♠❛t❡r✐❛❧ ❆✶✵✺✵ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠
♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❃✶✵ ♠♠ ✲ ✷
❚❛❜❧❡ ✸✿ ▼❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪
✭❛✮ θ ✭❜✮ φ˙
✭❝✮ φ˙
❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❈❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✶✳✶①✶✵−2 s−1 ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ✭❛✮ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✭❜✮ ❤❡❛t s♦✉r❝❡
✜❡❧❞ ✭♠❲✳♠♠−3✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭✶✮ ✸✳✼ ♠♠✱ ✭✷✮ ✽ ♠♠ ❛♥❞ ✶✷ ♠♠ ♦❢ ❣r✐♣
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ✭s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ✸✶ ♠♠✮✳ ✭❝✮ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t
s♦✉r❝❡ ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❛✲❜ ✭❲✳♠−3✮ ❬❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪
✵✳✹✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✸✸
❋✐❣✉r❡s ✶✶ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ✜❡❧❞s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❧♦❛❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✜❧t❡r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✜❡❧❞s ❛❧❧♦✇
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③♦♥❡s ✇❤❡r❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❞❡✈❡❧♦♣s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✶ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❛✲❜✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✶ ✭❛✮ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛ ❞❡❣r❛❞❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♠❛❞❡ ✐t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐❣♥ ♦❢ ❛♥❡❧❛st✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐t
r❡♠❛✐♥s ❛ ✇❡❛❦ q✉❛♥t✐t② ❞✉❡ t♦ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡s t❤❡
✇❡❛❧t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✶ ✭❜✮✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❜♦✉t
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶ ✭❜✮✱ t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t②
❧♦❝❛❧✐③❡s ✜rst❧② ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ G1 ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ✭✵✳✹✾✮ t❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡s
✉♣ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✜♥❛❧❧② ♦✈❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥
G2✳ ❚❤❡ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦✇s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ♣❛t❤ ♦❢ ❜♦t❤ ❣r❛✐♥s✳ ◆♦t✐❝❡✱
t❤❡ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶ ♠❲✳♠♠−3 ❛t ≈✷✵ % ♦❢ str❛✐♥✳
▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❇❛❞✉❧❡s❝✉ ❡t ❛❧✳ ❬❇❛❞✉❧❡s❝✉ ✷✵✶✶❪ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ■♥❢r❛r❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛✲
♣❤② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠✉❧t✐❝r②st❛❧ ✭✻ ❣r❛✐♥s✮ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✳
❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❇❛❞✉❧❡s❝✉ ✷✵✶✶❪✳
❚❛❦✐♥❣ ♣r♦✜t ♦❢ ❛ ✢❛t s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ❝♦❧✉♠♥❛r ❣r❛✐♥s✱ ■❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ❢❛❝❡
✇❤✐❧❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞
t❛❜❧❡ ✹ s✉♠♠❛r✐③❡s ✐ts ♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✇✐t❤✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✸✱ ❛t ≈✺% ♦❢ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡✱ t❤❡ ❤❡❛t s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥st❛♥t ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ β r❛t✐♦ ❢r♦♠ ✵ t♦ ≈✻ % ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ✇✐t❤✐♥ ❜♦t❤ ❣r❛✐♥ 4 ❛♥❞ 5✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛ ❝❧❡❛r ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡✐r t❤❡r♠❛❧
r❡s♣♦♥s❡✳
✸✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❱✐s✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ■♥❢r❛❘❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❝❛♠❡r❛ ❙❊◆❙■❈❆▼ ❈❡❞✐♣ ❏❛❞❡ ■■■ ▼❲
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❅
❅
❅
❅
❅
❅
tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❞✉❛❧✲❢❛❝❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥
❅
❅
❅
❅
❅
❅
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✵✳✵✶% ✷✵ ♠❑
♠❛t❡r✐❛❧ ❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣✉r❡ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠
♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❃✺ ♠♠ ✲ ✼
❚❛❜❧❡ ✹✿ ▼❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❇❛❞✉❧❡s❝✉ ✷✵✶✶❪
✭❛✮ θ ✭❜✮ φ˙ ✭❝✮ ∆εaxial
✭❞✮ β
❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❈❛s❡ ♦❢ ✽✺◆✳s−1 ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ✭❛✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✭θ = T − T0✮✱ ✭❜✮ ❍❡❛t
s♦✉r❝❡ d ✭❲✳♠−3✮✱ ✭❝✮ ∆εaxial ✭❢r♦♠ t❂✷✻ t♦ t❂✷✽s✮ ❛t ✷✼s ✭≈✺%✮ ♦❢ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✳ ✭❞✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ β
r❛t✐♦ ✉♣ t♦ ≈✻% ♦❢ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❬❇❛❞✉❧❡s❝✉ ✷✵✶✶❪
✵✳✹✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✸✺
❖♥❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡s ❛ ❝❧❡❛r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ ❣r❛✐♥ t♦ ❣r❛✐♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥ 4 ❛♥❞ 5✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r r♦❧❡
♣❧❛②✐♥❣ ❜② t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✳
❋✐❣✉r❡ ✶✸ ✭❜✮ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❛ ❢❛❝t♦r t❡♥ ❡①✐sts ♦♥ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦✇ str❛✐♥❡❞ ❣r❛✐♥s✱
❤✐❣❤ str❛✐♥❡❞ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■t ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❣r❡❛t ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❜❛s❡ ❡♥❡r❣② ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ s✉❝❤ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✉r❡ ✶✸ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ β r❛t✐♦ ✇✐t❤✐♥
❣r❛✐♥s ♥♦t❡❞ 1✱ 4 ❛♥❞ 5✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷✵s ✭≈✸% ♦❢ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✮ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ❤❛s ❛❧♠♦st
t❤❡ s❛♠❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ♦♥ ❡①♣❡♥❞❡❞ ♦♥❡✳ ■t r❡❛❝❤❡s ✺✵%✳ ❚❤❡♥ ❣r❛✐♥ 1 ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❞r♦♣ ♦❢
β r❛t✐♦ ✇❤✐❧❡ ❜♦t❤ ♦t❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡✳ ■t ✐s ✐♥ ❛❣❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✐ts ❧♦✇❡r str❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✸
✭❝✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ β r❛t✐♦ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ✐t ♦♥❧② r❡✢❡❝ts t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ♦♥
t❤❡ ❡①♣❡♥❞❡❞ ♦♥❡✳ ❚❤✉s t❤❡ r❛t✐♦ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✜❡❧❞ ✭s✉❝❤
❛s t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②✳
✸✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
✵✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❆s ❞✉r✐♥❣ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♦r ❧♦✇ str❛✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦r ❞②♥❛♠✐❝ ♦♥❡s✱ t❤❡
❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛❧✇❛②s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡ ❢♦r ♠❛♥② ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡
✇❛② t♦ tr❛❝❦ ❛♥❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②
❛♥❛❧②s✐s✱ t❛❦✐♥❣ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❡✈❡r② ❛♥❡❧❛st✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡s❡
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❡♥❡r❣②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❞✐ss✐♣❛t❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s ♦❢ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs✱ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❛t ♠❛❝r♦s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❝❛❧❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡
■♥❢r❛❘❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs st✉❞✐❡❞ t❤❡ st♦r❡❞
❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❡s✳
❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡
♦♥❡s ♦❝❝✉r✐♥❣ ✐♥ ❢❛t✐❣✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠✐♥✐❛t✉r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ s❝❛❧❡✱ r❡q✉✐r❡
❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❋❡✇ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ r❡❛❧❧② ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ❛♥❞ t❤❡
❣r❡❛t ♠❛❥♦r✐t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜✐✲❝r②st❛❧s ♦r ♦❧✐❣♦❝r②st❛❧s ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇♦r❦s✱ ♦✉r st✉❞② ❛✐♠s ❛t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ t❤❡r✲
♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ tr✉❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✭t❤♦✉s❛♥❞ ♦❢ ❣r❛✐♥s✮ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❧♦✇
str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ❧♦❛❞✐♥❣ t②♣❡ ❛❧❧♦✇s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ♦❝❝✉r✐♥❣ ✐♥ ❢❛✲
t✐❣✉❡✱ ✐✳❡✳ ±✶ % ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♣❧❛st✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❖✉r st✉❞②
r❡❧✐❡s ♦♥ ✇♦r❦s ♦❢ ❇♦❞❡❧♦t ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✲s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❦✐♥❡✲
♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐♦♥ t❡st ✉♣ t♦ ✷✳✺% ♦❢
♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ♦♥ ❛ ❆✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧✳
❚❤✐s st✉❞② ✐s ✜rst❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♦❧s✿ ✭✶✮ ❛ ■♥❢r❛❘❡❞ ♠❡tr♦❧♦❣②✱ ✭✷✮ t❤❡
♠✉❧t✐✲❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✜❡❧❞s ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ✭✸✮ ❛♥❞ ❛ ❞✐❛❧♦❣ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✜❡❧❞s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ♦❢ ❝r②st❛❧❧♦✲
❣r❛♣❤✐❝✱ ❦✐♥❡♠❛t✐❝✱ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝
♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ♠✐❝r♦✲str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✢♦✇
str❡ss ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳
P❛rt ■
▼❛t❡r✐❛❧✱ t❡st ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
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✶✳✶ ▼❛t❡r✐❛❧
❚❤✐s s❤♦rt s❡❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❛❞❡rs ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥
❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✳ ❆s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ t❤r❡❡
♠❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡✿
✶✳ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t②✿ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ λ = kρCp ✱ ✇❤❡r❡ k
✐s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ρ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ Cp ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛t ❝♦♥st❛♥t
✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤✐s t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♠✉st ❜❡ ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t ❛ r❛♣✐❞ ❞✐✛✉s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
✷✳ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ t②♣❡✿ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝❤♦✐❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡♥✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❝✉❜✐❝ s②♠♠❡tr② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❧❡❛❞s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t♦ s②♠♠❡tr✐❝ ✭✐s♦tr♦♣✐❝✮ ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ t❡♥s♦r ❬❉❡❜r❡❝❡♥✐ ✶✾✽✷❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ ❡✈❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡
♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬❑❛♣✐t③❛ ✶✾✹✶✱ ❏❛❤❛♥s❤❛❤✐ ✶✾✻✻✱ ❆❝❤❡♥❜❛❝❤ ✶✾✻✽❪✳
✸✳ ❣r❛✐♥ s✐③❡✿ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♠✉st ❜❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐✳❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ µm ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✇✐t❤✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✳
❚❤❡ t❛❜❧❡ ✶✳✶ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s✉❝❤ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ❆■❙■ ✶ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✐❝❦❡❧✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r❛❧❧♦②s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛❧s♦ t❤❡ ✇✐❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❆■❙■ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ❬●❡r♠❛♥ ✶✾✼✽✱ ❈❤r②s♦❝❤♦♦s ✶✾✽✾❜✱
❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✺✱ ❋❡❛✉❣❛s ✶✾✾✾✱ ❋❡❛✉❣❛s ✷✵✵✸✱ ▲❡❡ ✷✵✵✸❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡
❝♦♥tr♦❧ ❜② ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✱ t❤✐s st❡❡❧ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❜② ▲❛✉r❡♥❝❡ ❇♦❞❡❧♦t✱ ❛s ❜❡✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠✲
♣r♦♠✐s❡✳ ■ts ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡s ✶✳✷ ❛♥❞ ✶✳✸✳ ❖♥❡
❝♦✉❧❞ ♥♦t❡✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✉❝❤ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st✉❞② ✇✐t❤ ❛ ❜❛s❡❞✲♥✐❝❦❡❧ ❛❧❧♦② s✉❝❤
❛s ■♥❝♦♥❡❧ ✻✷✺ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❡♥s✐❜❧② ❜❡tt❡r✳
▼❡t❛❧ ❞❡♥s✐t② ρ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t Cp ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② K
❞✐✛✉s✐✈✐t② α
①10−5
✭❦❣✳♠−3✮ ✭❏✳❦❣−1✳❑−1✮ ✭❲✳♠−1✳❑−1✮ ✭♠2✳s−1✮
❙✐❧✈❡r ✶✵✱✺✵✵ ✷✸✵ ✹✶✽ ✶✼✳✶
❈♦♣♣❡r ✽✱✾✹✵ ✸✽✵ ✸✽✾ ✶✶✳✹
❆❧✉♠✐♥✐✉♠ ✷✱✼✵✵ ✽✻✵ ✷✵✵ ✽✳✻
❇r❛ss ✽✱✺✵✵ ✸✼✵ ✶✵✵ ✸✳✸
◆✐❝❦❡❧ ✭♣✉r❡✮ ✽✱✾✵✷ ✹✹✵ ✾✵✳✼ ✷✳✸✶
❙t❡❡❧ ✭✵✳✶%❈✮ ✼✱✽✺✵ ✹✾✵ ✹✻ ✶✳✷
❚✐t❛♥✐✉♠
✭♣✉r❡✮
✹✱✺✵✻ ✺✷✵ ✷✶✳✾ ✵✳✾✹
❙t❡❡❧ ❆■❙■ ✸✶✻▲ ✽✱✵✵✵ ✺✵✵ ✶✺ ✵✳✸✽
❯❞✐♠❡t ✼✷✵ ✭❆❧✲
❧♦② ❜❛s❡❞✲♥✐❝❦❡❧✮
✽✱✵✽✵ ✹✷✵ ✶✸ ✵✳✸✽
■♥❝♦♥❡❧ ✻✷✺
✭❆❧❧♦② ❜❛s❡❞✲♥✐❝❦❡❧✮
❬✇✇✇✳❛✈✐❛t✐♦♥♠❡t❛❧s✳♥❡t✴✐♥❝♦♥❡❧✳♣❤♣❪
✽✱✹✹✵ ✹✶✵ ✾✳✽ ✵✳✷✽
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛❧s ❛t ✷✵oC ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪
✶❆♠❡r✐❝❛♥ ■r♦♥ ❛♥❞ ❙t❡❡❧ ■♥st✐t✉t❡
✶✳✷✳ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡sts ✹✶
❈ ❈r ◆✐ ▼♦ ▼♥ ❙✐ ◆ P ❙
≤✵✳✵✸ ✶✻ t♦ ✶✽ ✶✵ t♦ ✶✹ ✷ t♦ ✸ ≤✷ ≤✵✳✼✺ ≤✵✳✶ ≤✵✳✵✹✺ ≤✵✳✵✸
❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♥❣❡s ❢♦r ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ✭✐♥ ♠❛ss ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✮
❊ ❘e 0.2% ❘m ❆ ✭❊❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛t ❇r❡❛❦✮ ❩ ✭str✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮
✭▼P❛✮ ✭▼P❛✮ ✭▼P❛✮ ✭%✮ ✭%✮
✶✽✻✱✵✵✵ ✷✻✶ ✺✽✷ ✺✸ ✽✵
❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛ st❛♥❞❛r❞ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧
❇♦♥❡ s❤❛♣❡❞ ✢❛t s❛♠♣❧❡s ✷ ♠♠ t❤✐❝❦ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❛✐r ❢♦r ✷ ❤ ❛t
✶✱✷✵✵o❈ ❛♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✇❛t❡r✲q✉❡♥❝❤❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣r♦✇ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦♥❡✱ ✐✳❡
♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ µm✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡♥ ❜❡❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ♣♦❧✐s❤❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ✶ µm ❞✐❛♠♦♥❞ ✜♥✐s❤ ♦♥ t❤❡
st✉❞✐❡❞ ❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t✲tr❡❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✶✶✽ µm ✭r❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❊✳❇✳❙✳❉
❛♥❛❧②s✐s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮ t❤✉s ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶
✶✳✷ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡sts
❉✐✛❡r❡♥t t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P❤❉ ✇♦r❦ ♦❢ ▲❛✉r❡♥❝❡ ❇♦❞❡❧♦t ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✿ ✷ ♠♦♥♦✲
t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡sts ❛♥❞ ✷ ❝②❝❧✐❝ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ r❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛❜♦✉t ✺①✶✵−3
❛♥❞ ✺①✶✵−4 s−1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✲
✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❧❡❛❞❡❞ ❜② ❢❛t✐❣✉❡ t❡st ✭∆T ≈✶✺✵ mK✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ♦♥❡
✭∆T ≈✶✵✵✵ mK✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ str❛t❡❣②
✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ t❡st ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ■♥✲
str♦♥ ✹✺✵✽ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■t ✐s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛t ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ str❛✐♥ r❛t❡ ♦❢ ✺①✶✵−3
s−1 ❛♥❞ ✉♣ t♦ ❛ str❡ss ♦❢ ✷✼✵ ▼P❛❀ t❤❡ ❤✐❣❤❡st str❛✐♥ r❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡
♣❧❛st✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✜♥❛❧ ♠❡❛♥ str❛✐♥ ✐s ✷✳✺%✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡
s❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❢♦✉r r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡✿ t❤❡ r❡❞
♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛ ✭❢♦r t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✱ t❤❡
❜❧✉❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❈✳❈✳❉✳ ❝❛♠❡r❛ ✭❢♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✱
t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❊✳❇✳❙✳❉✳ ✭❢♦r t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♥❡t✇♦r❦
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ✇❤✐t❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ♣r♦✜❧♦♠❡tr② ✭❢♦r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✳ ❚❤❡♥✱
✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐✳❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ str❛✐♥s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r♦✜❧♦♠❡tr② ✳ ✳ ✳ ✇✐❧❧ ❜❡
t❤♦s❡ ♦❢ ❛ ✺♠♠ × ✺♠♠ ❝♦♠♠♦♥ ③♦♥❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ③♦♥❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✶✳✶✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛ ✇✐t❤✐♥ ✐ts ❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥
❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❝❡♥tr❛❧ ③♦♥❡ ❡♥s✉r❡s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ t♦ ❧✐♠✐t ❛♥② ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡
✐♠❛❣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ ❛♥② ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❡✛❡❝ts ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶
❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts ❛ ③♦♦♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛✳ ❙♦♠❡ ❦❡②✇♦r❞s ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ❜r✐❡✢② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❚♦ ❛♥❛❧②③❡ s✉❝❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱
s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✿
✶✳✸✳ P❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤② ✹✸
• ❛ ❜❛s✐❝ ❛❜s❡✐❧ ♦♥ ♣❧❛st✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇✐t❤✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳
• ❛ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❊✳❇✳❙✳❉✳ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳
• ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ ♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st✳ ❈❧❛s✲
s✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧②✳ ❆♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳
✶✳✸ P❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✜rst ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝
❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ✐♥ ❋❛❝❡✲❈❡♥t❡r❡❞ ❈✉❜✐❝ ✭❋✳❈✳❈✳✮ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
s❧✐♣ ♠❛r❦s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣ s②st❡♠s ✐s ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
✶✳✸✳✶ ❖r✐❣✐♥s ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t②
❲❤❡♥ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❣r❡❛t❡r t♦ ✐ts ②✐❡❧❞ str❡ss✱ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❖♥❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
♠♦✈❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥s ✐s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s❧✐♣ ❜❛♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ✭❛✮ s❝❤❡♠❛ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❣r♦✉♣♣❡❞ ✐♥ s❧✐♣✲❜❛♥❞s✳ ✭❜✮ ❆❋▼
✐♠❛❣❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ♠♦❞❡ ♦♥ ❛ ❆■❙■ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✺✵✵✵ ❝②❝❧❡s ✭▲❈❋✮ ♦❢
s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡st ✭∆ε
p
2 = 2①10
−3✮❬❱✐❧❧❡❝❤❛✐s❡ ✷✵✵✷❪
❆ s❧✐♣ ❧✐♥❡ ♦r ♠❛r❦ ✐s t❤❡ ❡①tr❡♠✐t② ♦❢ ❛ st❛✐r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣❧✐❞✐♥❣ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t♦✇ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❈r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❧❛♥❡s ❛r❡
✜❝t✐t✐♦✉s ❧✐♥❡s ❛♥❞ ♣❧❛♥❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✳ ❙♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞
♣❧❛♥❡s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❧❛♥❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❣❧✐❞❡ ♦❝❝✉rs ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❛❧♦♥❣
❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t② ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❇✉r❣❡rs ✈❡❝t♦r✮ ✐s ❛❧♦♥❣ ❛ ❞❡♥s❡
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② s✐♥❝❡ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢
♦♥❡ ❛t♦♠ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❞❡♥s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s s❧✐♣ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✇❡❧❧
❦♥♦✇♥ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ✭C.C.✱ F.C.C.✱ H.C ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❚❤❡ s❤❡❛r str❡ss ♦♥ t❤✐s s❧✐♣
s②st❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✭RSS✮ ❛♥❞ ✐ts t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss
✭C.R.S.S.✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❋✳❈✳❈✳ str✉❝t✉r❡✳
✶✳✸✳✷ ❈r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ s❧✐♣ s②st❡♠s ✇✐t❤✐♥ ❋✳❈✳❈✳ str✉❝t✉r❡
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ✭❛✮ ❋✳❈✳❈✳ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ✐ts ✹ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ s❧✐♣ s②st❡♠s
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❋✳❈✳❈✳ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ✜❝t✐t✐♦✉s ❝r②st❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞
✐ts ❢♦✉r ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② s❧✐♣ ♣❧❛♥❡s✳ ❲✐t❤✐♥ ❋✳❈✳❈ str✉❝t✉r❡✱ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ ✹ ♣❧❛♥❡s ♦❢ {✶✶✶} ❦✐♥❞✳ ❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❧❛♥❡✱ ✸ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❁✶✶✵❃ t②♣❡
❡①✐st✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❛ ❋✳❈✳❈✳ ❣r❛✐♥ t❤❡r❡ ✐s ✶✷ s❧✐♣ s②st❡♠s ♦❢ {✶✶✶}❁✶✶✵❃ t②♣❡✳ ❚❤❡s❡ s❧✐♣ s②st❡♠s ❛r❡
r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✹✳
❆s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧✐♣ s②st❡♠s ✇✐t❤✐♥ ❋✳❈✳❈✳ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ s❧✐♣ ♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤ ♣❧❛♥❡s✳ ■t ✐s ❝✉rr❡♥t❧②
✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❛s✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ ♠❛r❦s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Y ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣ s②st❡♠✳
✶✳✸✳ P❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤② ✹✺
❙❧✐♣ ♣❧❛♥❡s s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❙❧✐♣ s②st❡♠s
❆✿ ✭✲✶✶✶✮ A2 A3 A6
❇✿ ✭✶✶✶✮ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ B2 B4 B5
❈✿ ✭✶✶✶✮ ❬✵✶✶❪ ❬✵✲✶✶❪ ❬✶✵✶❪ ❬✲✶✵✶❪ ❬✲✶✶✵❪ ❬✶✶✵❪ C1 C3 C5
❉✿ ✭✶✶✶✮ D1 D4 D6
❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ❙❝❤♠✐❞ ❛♥❞ ❇♦❛s ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r s❧✐♣ s②st❡♠ ✶✶✶❁✶✶✵❃
❚❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ s❧✐♣ s②st❡♠s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✿
• t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① R ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✭s♣❡❝✐♠❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧
r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✭❝r②st❛❧ ♦r ❣r❛✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡✮✳
• t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ s❧✐♣ ♠❛r❦s ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s❧✐♣ s②st❡♠✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
❞✐r❡❝t✐♦♥ Y ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡s✳
• t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r µ ❢♦r ❡❛❝❤ s❧✐♣ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❡❧❡♠❡♥t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ s❧✐♣ ♠❛r❦
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✐♣❧❡t (X,Y, Z) ❛s t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❛♥❞ (X ′, Y ′, Z ′) t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡✳ Y ✐s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ Z t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ X ❝♦♠♣❧❡t❡s
t❤❡ ❞✐r❡❝t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ tr✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✭φ1✱Φ✱ φ2✮ ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡
❊✉❧❡r✬s ❛♥❣❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❊✉❧❡r✬s ❛♥❣❧❡ ✭φ1✱Φ✱ φ2✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇✉♥❣❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❬❇✉♥❣❡ ✶✾✽✷❪
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✿(
C1 S1 C S C2 S2
)
=
(
cos(φ1) sin(φ1) cos(Φ) sin(Φ) cos(φ2) sin(φ2)
)
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡ ✐s
✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♥♦t❡❞ R✿
 X ′Y ′
Z ′

 =

 C2C1 − S2CS1 C2S1 + S2CC1 S2S−C2CS1 − S2C1 C2CC1 − S2S1 C2S
SS1 −SC1 C


︸ ︷︷ ︸
R

 XY
Z

 ✭✶✳✶✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ s❝❤❡♠❛ ♦❢ Π ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ ♠❛r❦s ❛♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Y
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛♥❣❧❡ Π ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ ♠❛r❦s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Y ✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱
nsurface = Z✳ npg ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡✱ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r
r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✶✳✹✮✳ ■t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶ ❛♥❞ t❤❡
tr✐♣❧❡t ✭✭φ1✱Φ✱ φ2✮ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ Π ❛♥❣❧❡ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
cos (Π) =
(
n∗pg ∧Z
)
.Y∥∥n∗pg ∧Z∥∥ ‖Y ‖ ✭✶✳✷✮
✇✐t❤ n∗pg = Rnpg✳ ❆s ❢♦✉r ❞❡♥s❡ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ♣❧❛st✐❝ ❣❧✐❞✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❋❈❈ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ✶✳✷ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝r②st❛❧✳
❆ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♥❡s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡s✳ ■♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡rs ❝♦✉❧❞ ✜♥❞
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤✐♥ ❬▼✐♥❡✉r ✷✵✵✵✱ ❙❛❜❛t✐❡r ✷✵✵✷❪✳
❚❤✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛s ❜r✐❡✢② ♣♦✐♥t❡❞ t❤❡ ❦✐♥❡✲
♠❛t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❣❧✐❞✐♥❣✳ ❆ ❞❡❡♣❡r ❢♦❝✉s ♦♥ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡s t♦ ♦❜s❡r✈❡
♣❧❛st✐❝✐t② ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ r❡❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡ s✉r❢❛❝❡ s❧✐♣
♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❧✐♣ s②st❡♠ ❛❝t✐✈✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶
✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣ s②st❡♠s✳
✶✳✸✳ P❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤② ✹✼
✶✳✸✳✸ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❊✳❇✳❙✳❉✳ ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ❊❧❡❝tr♦♥ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❊✳❇✳❙✳❉✳✮ t❡❝❤♥✐q✉❡✷ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦✲
s❝♦♣❡ ✭❙✳❊✳▼✳✮ ♣r♦✈✐❞❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢
♠❡t❛❧s✱ ♠✐♥❡r❛❧s✱ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❝❡r❛♠✐❝s✳ ■t r❡✈❡❛❧s ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥s✱ t❡①t✉r❡s ❛♥❞ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❙✳❊✳▼✳ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱
❜✉t ❢♦r ♠♦❞❡r♥ ❋✐❡❧❞ ❊♠✐ss✐♦♥ ❙✳❊✳▼✳ ✭❋❊✲❙❊▼s✮✱ ✷✵ nm ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❊▼✬s st❛❣❡ ❛♥❞ ❝❤❛♠❜❡r t♦
♦r✐❡♥t ❛ s❛♠♣❧❡ ❛t ✼✵o t✐❧t ❛t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✉s✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✺ t♦ ✸✵ ♠♠✳
❊❇❙❉ ♦♣❡r❛t❡s ❜② ❛rr❛♥❣✐♥❣ ❛ ✢❛t✱ ❤✐❣❤❧② ♣♦❧✐s❤❡❞ s❛♠♣❧❡ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❣❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥
❜❡❛♠ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ ✭❛✮✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙❊▼ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬❩❤♦✉ ✷✵✵✼❪
❲✐t❤ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ✶✵✲✸✵ ❦❱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✶✲✺✵ ♥❆ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✱ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
♦❝❝✉rs ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❲✐t❤ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❜❡❛♠✱ ❛♥ ❊❇❙❉ ♣❛tt❡r♥
❡♠❛♥❛t❡s s♣❤❡r✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ ✭❜✮✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤
t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♣❛t❤
❞✐✛❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ■❢ ❛ ♣❤♦s♣❤♦r s❝r❡❡♥ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t
❛ s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✐❧t❡❞ s❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ ✭❜✮✮✳ ❇❛♥❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❊❇❙❉ ♣❛tt❡r♥ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❑✐❦✉❝❤✐
❜❛♥❞s✸✳ ❙♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❊❇❙❉ ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❑✐❦✉❝❤✐ ❜❛♥❞s
✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❲✐t❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❤❛s❡s ✉♥❞❡r t❤❡
❜❡❛♠✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ r❡♣♦rts t❤❡ ❜❡st ✜t ❛s t❤❡
✷t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬❩❤♦✉ ✷✵✵✼❪
✸❙❡✐s❤✐ ❑✐❦✉❝❤✐ ❛♥❞ ❙❤♦❥✐ ◆✐s❤✐❦❛✇❛ ❤❛✈❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❊❇❙❉
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ✶✾✷✽
✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t❤❡ ❊❇❙❉ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥❞❡①❡❞✳
✶✳✹ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥
❚❤✐s ♣❛rt ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st✳
❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✇✐t❤
❛ ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥ r❛t❡ ♦❢ ✺①✶✵−3 s−1 ✉♣ t♦ ✷✼✵ ▼P❛ ❛♥❞ ✷✳✺% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡s❡ s✐❣♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✳ ❋✐rst❧②✱ ❊✳❇✳❙✳❉✳
r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✐✳❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❡①t✉r❡ ❡✛❡❝ts✳ ✳ ✳ ✳ ❚❤❡♥✱ t✇♦ ✇❛②s t♦ r❡✈❡❛❧
✐♥❞✐❝❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❖♥❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥s t❤❛♥❦s t♦ ❊✳❇✳❙✳❉✳ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡s✉❧ts✳
❚❤❡♥✱ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❡①t✉r❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s❧✐♣ ♠❛r❦s ♦❜s❡r✈❡❞
♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st✳
✶✳✹✳✶ ❚❡①t✉r❡✱ ❣r❛✐♥s s✐③❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
❊✳❇✳❙✳❉✳ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ P❛tr✐❝❦ ❱✐❧❧❡❝❤❛✐s❡ ✇✐t❤✐♥ ❊◆❙▼❆✹ ✐♥ ■♥st✐t✉t
P♣r✐♠❡ ❛t P♦✐t✐❡rs✳ ❚❤❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐s ❛ ❏❡♦❧ ✻✶✵✵ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣✉♥
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✺❦❱ ❛♥❞ ❛ ≈✶nA ♣r♦❜❡ ❝✉rr❡♥t✳ ❉❛t❛ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❖✳■✳▼✳✺ ❛♥❛❧②s✐s s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ❚❙▲✳ ❚❤❡ ♣✐t❝❤ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ✷✵ µm ✭s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❊❇❙❉ ❣r✐❞✮✳
P✐❝t✉r❡ ✶✳✼ ♣r❡s❡♥ts ❊✳❇✳❙✳❉✳ ✜❡❧❞✿ ✭❛✮ t❤❡ 1st ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ φ1✱ ✭❜✮ t❤❡ 2nd ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ Φ ❛♥❞ ✭❝✮
t❤❡ 3rd ♦♥❡ φ2 ✐♥ t❤❡ tr✐♣❧❡t ✭φ1✱Φ✱φ2✮ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✸❉ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧
s②st❡♠ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣✐❝t✉r❡s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡
✶✳✼ ✭❞✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r✱ µmax✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❣r❛✐♥s✱ ❧❡t nk ❜❡ t❤❡ ✉♥✐t s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r✱ vs t❤❡ ✉♥✐t s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱
k t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠ ✭k = i . . . 12 ✐♥ ❋❈❈ str✉❝t✉r❡✮✱ σ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❛❞✱ ❛♥❞ µ¯k t❤❡
❙❝❤♠✐❞ t❡♥s♦r✳ ■t ✐s ❛ t❤✐r❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦r ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❂ ✸①✸①✶✷✮✳ ❙❧✐♣ s②st❡♠s k ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞②
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ❛♥❞ ❇♦❛s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✹✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r②
✭s❡❡ ✻✳✺✮✱ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❡♥s♦r ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞✿
µijk =
1
2
((
ni • vj
)
k
+
(
vj • ni
)
k
)
✇✐t❤ (•) t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ✭✶✳✸✮
❚❤❡♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ❝♦❧❧✐♥❡❛r t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♦♥❡ ✭✉♥✐❛①✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧✮ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r ♦❝❝✉rs ✜rst ♦♥
✹❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❞✬❆❡r♦t❡❝❤♥✐q✉❡
✺❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ■♠❛❣✐♥❣ ▼✐❝r♦s❝♦♣②
✶✳✹✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✹✾
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r s②st❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss µmax ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
µmax = max
k
(µkij • σij) with σ =

 1 0 00 0 0
0 0 0

 ✭✶✳✹✮
(•) ✐s ❤❡r❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❝♦♥tr❛❝t❡❞ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳
✭❛✮ φ1 ✭r❛❞✮ ✭❜✮ Φ ✭r❛❞✮
✭❝✮ φ2 ✭r❛❞✮ ✭❞✮ max(µ)
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ tr✐♣❧❡t ✭✭❛✮ φ1✱ ✭❜✮ Φ✱ ✭❝✮ φ2✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❊✳❇✳❙✳❉ ❛♥❛❧②s✐s ✭✐♥ rad✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ♠❛①✐♠✉♠
❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✭❞✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ✐s ✵✳✹✹ ❛♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r
♣❛rt ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✵✳✹✺ ❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ ❣r❛✐♥s ❡①❤✐❜✐t
✈❡r② ❧♦✇ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ 1✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✉♥❞❡r❣♦ ❧♦✇❡r ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥s✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ✜❣✉r❡s ✶✳✼ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ♦♥❡
✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
♦❜s❡r✈❡s t❤❛t Φ1 ❛♥❞ Φ2 ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ t♦ ✷π✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ Φ r❛♥❣❡s ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✵
t♦ π✮ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✵✳✾ r❛❞✐❛♥s✳ ■t ✐s q✉✐t❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛ str✐♥❣ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❧♦❝❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡ t❤✉s ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ✐✳❡ ♦♥❧② r♦t❛t❡ ❛❜♦✉t
❁✵✵✶❃ ❛①✐s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣♦❧❡ ✜❣✉r❡s ✭♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✮✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛
❝❧❛ss✐❝❛❧ ●♦ss t❡①t✉r❡✱ ✐✳❡ {✶✵✶}❬✶✶✶❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ t❡①t✉r❡ ❢❛❝t♦r r❡♠❛✐♥ ❧♦✇ ✭✐✳❡✳ ✸✳✼✮✳
✭❛✮ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥ µm ✭❜✮ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥ µm
❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ✭❛✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✭❜✮ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r
✜❡❧❞ ♣❡r r❛♥❣❡
❚❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ 5mm× 5mm ❛r❡❛ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✶✼✼✻ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥
s✐③❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✶✽ µm ✭❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ P✐❝t✉r❡ ✶✳✽ ♣r❡s❡♥ts ✭❛✮ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞✐❛♠❡t❡r r❛♥❣❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❛❜❧❡ ✶✳✺ ♣r❡❝✐s❡s st❛t✐st✐❝s ❛❜♦✉t ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ♦♥ ❛♥
♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❣r❛✐♥s✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❛❜❧❡ ✶✳✺✱ t❤❛t
✻✵✳✼ % ♦❢ ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵✵ µm✻✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ s❡❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✻✵✳✼ % ♦❢
❣r❛✐♥s ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥ts ✶✺✳✶ % ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡✳ ❚❤❡♥✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✹ % ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛r❡❛ ❡①❤✐❜✐ts
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣r❛✐♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐③❡ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ≈✷✵ ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✹✵✵ µm✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✽✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❧♦✇❡r ✭✾✺µm✮ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡
t❤❛♥ ❜❡❧♦✇ ✭✶✹✶µm✮✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❤❡ ✇❛t❡r q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉s❡❞ ♦♥
t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t❡st✳ ❆s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❬❍❛❧❧ ✶✾✺✶❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤✐s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳
✻t❤❡ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✶✵✹µm ✭s❡❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✮
✶✳✹✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✺✶
❘❛♥❣❡s ❬✵✲✶✵✵❬ ❬✶✵✵✲✷✵✵❬ ❬✷✵✵✲✸✵✵❬ ❬✸✵✵✲✹✵✵❬ ❬✹✵✵✲✺✵✵❬ ❬✺✵✵✲✻✵✵❬ ❬✼✵✵✲✽✵✵❬
% ♦❢ ❣r❛✐♥ ✻✵✳✼ ✷✺✳✼ ✽ ✷✳✹ ✵✳✾ ✵✳✷ ✵✳✶
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥ ✶✶✶✸ ✹✺✼ ✶✹✸ ✹✸ ✶✻ ✸ ✶
% ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ✶✺✳✶ ✸✷✳✻ ✷✽ ✶✻✳✶ ✹✳✻ ✶✳✹ ✷✳✷
❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ st❛t✐st✐❝ ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✭≈
✶✼✵✵ ❣r❛✐♥s✮✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✷✵µm t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✵✵µm✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✵% ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ✶✵✵µm✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛ r❡❛❧ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ t❡①t✉r❡ ❜✉t
❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡
s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ s❡❝♦♥❞ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳ ❚❤❡s❡s r❡❣✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞❡♣t❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳
✶✳✹✳✷ ▼✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡
♠❡❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ✭φ1✱ Φ✱ φ2✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ tr✐♣❧❡t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❣r❛✐♥ t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦r t♦ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬●✉✐❧❤❡♠ ✷✵✶✶❪✳
▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① g✱ ✐✳❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡❝t♦rs ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡
❜❛s✐s β0✱ ❢r♦♠ ✈❡❝t♦rs ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s β1✳
β0 = g.β1 ✭✶✳✺✮
✇✐t❤✱ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✿
g =

 C2C1 − S2CS1 C2S1 + S2CC1 S2S−C2CS1 − S2C1 C2CC1 − S2S1 C2S
SS1 −SC1 C

 ❛♥❞


C1 = cos(φ1) S1 = sin(φ1)
C = cos(Φ) S = sin(Φ)
C2 = cos(φ2) S2 = sin(φ2)
✭✶✳✻✮
❖♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t✇♦ ❝r②st❛❧s A ❛♥❞ B✱ t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① gA ❛♥❞ gB ❛♥❞ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ❜❛s✐s βA
❛♥❞ βB r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ βA ❛♥❞ βB✱ ❞❡♥♦t❡❞ gA/B ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿
βB = gA/B.βA ✭✶✳✼✮
✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❛♥❞ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿
gA/B = gB.g
T
A ✭✶✳✽✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ t❤✐s ♠❛tr✐①✱ ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐① tr❛❝❡✿
θA/B = arccos
(
tr
(
gA/B
)− 1
2
)
✭✶✳✾✮
θA/B ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛s✐s βA ❛♥❞ βB✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✐♠✲
♣♦rt❛♥t t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❜❛s✐s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❋✳❈✳❈✳✱ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦ss❡ss❡s ✷✹ s②♠♠❡tr✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✷✹ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t♦rs Oi✳
❚❤❡s❡ ✷✹ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❋✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜s♦❧✉t❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♦♥❡✳ ❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡s❡ s②♠♠❡tr✐❡s✱ ♦♥❡
❛♣♣❧✐❡s t❤❡ s②♠❡tr② ♦♣❡r❛t♦r Oi t♦ gA ❛♥❞ Oj t♦ gB✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✵ ❜❡❝♦♠❡s✿
gAi/Bj = OjgB.g
T
AO
T
i ✭✶✳✶✵✮
❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢
♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿
∆θA/B = min
i,j
[
arccos
(
tr
(
gAi/Bj
)− 1
2
)]
✭✶✳✶✶✮
◆♦t❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r s✉❝❤ s②♠♠❡tr✐❡s✱ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❛♥❣❡s ✜♥❛❧❧② ❢r♦♠ ✵ t♦ 62.8o✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s❡s✱ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡r② ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛✐♥s✳ ■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✑s②st❡♠❛t✐❝
♠✉t✉❛❧ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✑✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r ❣r❛✐♥ r❡❧❛t✐✈❡
t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛✐♥ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ❣r❛✐♥ i ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ i ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❡♥❣t❤ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤
❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ s♦❢t✲
✇❛r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥
❝r②st❛❧ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛♥ ✉♥t❡①t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜② ▼❛❝❦❡♥③✐❡ ❬▼❛❝❦❡♥③✐❡ ✶✾✺✽❪✳
■❢ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ♠✉t✉❛❧ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭r❡❞ ♦♥❡✮✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ≈ 30%
♦❢ ❣r❛♥✉❧❛r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✻✵o ✇❤❡r❡❛s ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞ ✻✵o ❛r❡ ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧❧② ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s
✶✳✹✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✺✸
t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❣r❛✐♥✱ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❡①✐st ❛♥❞ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❣r❛✐♥ ❡①❤✐❜✐t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✻✵o ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣❛rt ♦❢ ✐ts ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳
✭❛✮ ∆θA/B ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ✭❜✮ ¯∆θA/B ✐♥ ❞❡❣r❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ✭❛✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥t❡①t✉r❡❧ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❬▼❛❝❦❡♥③✐❡ ✶✾✺✽❪ ❛♥❞ ✭❜✮ ♠❡❛♥ ❣r❛♥✉❧❛r ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❣r❛♥✉❧❛r ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢
❣r❛✐♥ ♣♦ss❡ss❡s ❛ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ✹✺ ❛♥❞ ✺✺o ✇❤❡♥ ❢♦r ♦t❤❡rs✱ t❤❡
♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✉♣ t♦ ✶✵o✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s✐♠✐❧❛r s❤❛♣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ▼❛❝❦❡♥③✐❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❣r❛✐♥s
❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❧♦✇ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❡❛♥ ❣r❛♥✉❧❛r ✇❡✐❣❤t❡❞
♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ♠❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣r❛✐♥s ✭✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rs✮ ♣r❡s❡♥t ✐♥t❡♥s❡
♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭> 55o✮✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❞❡♥♦t❡❞ B✱ C ❛♥❞ D✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❢✉rt❤❡r s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ A ✐s
✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✇✐t❤ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠♦r❡ str❛✐♥❡❞ ❛r❡❛
✇✐t❤✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ r❡❣✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ❛ ❢♦❝✉s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❧❡❛❞❡❞
❜② ✐♥t❡♥s❡ ❝♦♥tr❛st ✭❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛t ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❣r❛✐♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❙✉❝❤
✐♥t❡♥s❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❧❡❛❞❡❞ ❜② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ ❣r❛✐♥
t♦ ❣r❛✐♥✳ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❞♦❡s♥✬t ❡①❤✐❜✐t ❛ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤
♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✳ ❊①❝❡♣t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❣r❛✐♥ ♦❢ r❡❣✐♦♥ A ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t
✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳
✶✳✹✳✸ Pr♦✜❧♦♠❡tr② ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭GBs✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st✱
t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❆❢t❡r t❡st✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦❛t✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥
✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
r❡♠♦✈❡❞ ❜② ♣❧✉♥❣✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥t♦ ❛♥ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❜❛t❤ ✜rst ✇✐t❤ ❛❝❡t♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇✐t❤ ❛❧❝♦❤♦❧✳
◆❡①t✱ ♣r♦✜❧♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❲②❦♦ ◆❚ ✾✸✵✵ ✭❱❡❡❝♦✮ ♣r♦✜❧♦♠❡t❡r ✇✐t❤ ❛ 5µm
st❡♣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ s♦♠❡ ❛r❡❛s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ❛ 1µm ✜♥❡r st❡♣✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts✳
❆s t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣❡r❢❡❝t❧② ✢❛t ❛♥❞ ♣♦❧✐s❤❡❞ ✉♣ t♦ 1µm ❞✐❛♠♦♥❞ ✜♥✐s❤✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦♥❧② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ✭❛✮ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t②♣❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r♦✜❧♦♠❡tr② ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛❢t❡r t❡st
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛tt❡r♥✱ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✧♦r❞✐♥❛r②✧
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ✧s♣❡❝✐❛❧✧ ♦♥❡s✳ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡s s❤♦✇ ❍✐❣❤ ❆♥❣❧❡ ●r❛✐♥ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s ✭HAGBs✮✱ ✐✳❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ≈ 10 t♦ 180o ✇❤❡r❡❛s r❡❞ ♦♥❡s s❤♦✇ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭Σ3✮✱ ✐✳❡ ✇❤❡r❡
❧❛tt✐❝❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛ 60o r♦t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❁✶✶✶❃ ❝r②st❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞
❁✶✶✶❃❁✻✵o❃✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❈♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❙✐t❡ ▲❛tt✐❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭CSL✮✱ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② ❛ Σ
✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❣r❛✐♥s
❬❙✉tt♦♥ ✶✾✾✺❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧♦✇❡r ✐s t❤❡ Σ ✈❛❧✉❡✱ ❧♦✇❡r ✐s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣②✳ ❚✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭Σ3✮
❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❝❛❧❧❡❞ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❲✐t❤✐♥ ❋❈❈ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
✧s♣❡❝✐❛❧✧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② Σ3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ Σ3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✉r✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s
♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ ✭✶✮ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✭✷✮ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②
✶✳✹✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✺✺
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♦♥❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② Σ3✳ ❍❡r❡✱ ✺✼% ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ Σ3 ♦♥❡s✼✳ ❖♥❡ ❝❛♥
❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♣❛ss❡s ❢r♦♠ ✶✶✽ µm t♦ ✷✸✼
µm ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❛①❡❞ s❤❛♣❡ ✭❡q✉✐❛①✐❛❧✐t② r❛t✐♦ ❂ ✵✳✺✶✮✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✭❜✮ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♣❛tt❡r♥
✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜❧♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ r❡❧✐❡❢ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✶✷µm t♦ ✶✶µm✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❛ss❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❝❧♦s❡ t♦ ✶µm
t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✵µm ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ■t r❡✢❡❝ts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ✵✳✹✺µm✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ③♦♦♠ ♦♥ ✹ ③♦♥❡s r❡❢❡r❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵
■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ≈ 0 ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✐✳❡ t❤❡ ✐♥tr✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①tr✉❞❡❞
✼❖r❞✐♥❛r② ●❇s ❧❡♥❣t❤ ❂ ✻✷✳✽✻ ❝♠ ✲ Σ3 ●❇s ❧❡♥❣t❤ ❂ ✸✻✳✸✻ ❝♠
✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
♦♥❡✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡①❤✐❜✐ts t❤❛t s♦♠❡ ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥s ✭s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ✑♣❧✉♥❣❡❞ ✐♥s✐❞❡✑ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡st ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❤❛✈❡ ❡♠❡r❣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣r♦✜❧♦♠❡tr② ✜❡❧❞ s❡❡♠s
t♦ ❡♠♣❤❛s❡ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ■♥❞❡❡❞✱
♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ r❡❛❝❤
✶✵µm ✐♥ s♦♠❡ ❛r❡❛s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡♥✱ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶ ❢r♦♠ ✭❛✮ t♦ ✭❞✮ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ ✹ r❡❣✐♦♥s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✇❤✐t❡ sq✉❛r❡s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❝♦❧♦r♠❛♣✳ ●r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ❜②
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✿ ✇❤✐t❡ ♦♥❡s ❛r❡ ❍✐❣❤ ❆♥❣❧❡ ●r❛✐♥ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s ✭HAGBs✮✱ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ♦♥❡s ❛r❡ Σ3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
❋✐rst❧②✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ♦♥ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ✶✳✶✶ t❤❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❧❛②s ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡❧✐❡❢✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s✱ ♥♦t❛❜❧② ✇✐t❤✐♥ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s ✇❡❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❣r❛✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧✐❡❢ ❢r♦♠ ❣r❛✐♥ t♦ ❣r❛✐♥✳
■♥s✐❞❡ ❣r❛✐♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛❧s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts
r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❧❛st✐❝✐t②✿ ❡①tr✉❞❡❞ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ Σ3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ r❡❧✐❡❢✿ t❤❡②
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣❛♣✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❡st✳ ❋♦❝✉s ♦♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛❧❧②
t✇✐♥♥❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❚✇✐♥s ✭Σ3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s✮ ❛r❡ r❡❞ ❝♦❧♦r❡❞
■♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✭❛✮✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛t Σ3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ♥♦t❡❞ 1✱ t❤❛t ❛ 3µm ❣❛♣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♣r❡s❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❣r❛✐♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦t❤❡r Σ3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❧♦❝❛❧✐③❡❞
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❧✐❡❢✳ ❙✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✇✐t❤✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✶✳✶✶✭❜✮✳ Σ3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱
♥♦t❡❞ 1✱ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❧✐❡❢✱ 2 ❛♥❞ 3 ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛♣ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❢r♦♠ ✸ t♦ ✹✳✺
µm✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❜♦✉♥❞❛r②✱ ♥♦t❡❞ 4 ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥ts ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
✶✳✹✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✺✼
r❡❧✐❡❢✳ ❚❤✐s s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ Σ3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡
s♣❡❝✐♠❡♥✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t✇✐♥♥❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❚✇✐♥s ✭Σ3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s✮ ❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ✐♥
r❡❞✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥t❡♥s❡ ❝♦♥tr❛sts ❛t ❡❛❝❤ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝t ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ st❡♣
❢r♦♠ ❣r❛✐♥ t♦ ❣r❛✐♥✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣r♦✜❧♦♠❡tr② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ ✜❣✉r❡
✶✳✶✶ ✭❜✮✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❡♠♣❤❛s✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❦✐♥❡✲
♠❛t✐❝ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ Σ3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ♥♦t❛❜❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳
❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
♣♦❧✐s❤❡❞ ✉♣ t♦ ✶µm ❞✐❛♠♦♥❞ ✜♥✐s❤✱ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❝❧♦s❡ t♦ ✷✵µm
✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆♥ ✐♥tr✉s✐♦♥✴❡①✲
tr✉s✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛❝r♦ ❞♦♠❛✐♥
❛r❡ ❝❧❡❛r❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ■t r❡✈❡❛❧s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢r❡❡❞♦♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣❛♣ ❛t ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞✴♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❧✐❡❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ✺✼% ♦❢ t♦t❛❧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❡♥❣t❤✳
✶✳✹✳✹ ❙❧✐♣✲s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠
✶✳✹✳✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ❛❢t❡r t❤❡ t❡st✳ ❖♥❡ ❤❛s
✜rst t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦s✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss
✐♥t❡♥s✐t② ❬P❡rr✐♥ ✷✵✶✵❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♠❛♥✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❬❱✐❧❧❡❝❤❛✐s❡ ✷✵✵✷✱
❇r✐❞✐❡r ✷✵✵✺✱ ❊❧ ❇❛rt❛❧✐ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❡①❝❡ss✐✈❡❧② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
✐s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✭❃✶✺✵✵ ❣r❛✐♥s✮✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
t❡❝❤♥✐❝ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❢②✿
✶✳ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣✲s②st❡♠s
✷✳ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✸✳ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❧✐♣✲s②st❡♠s
✹✳ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦
✺✳ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❛♥ s❧✐♣✲♠❛r❦ t❤✐❝❦♥❡ss
✻✳ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❛♥ ✐♥t❡r✲s❧✐♣ ♠❛r❦ ❞✐st❛♥❝❡
✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❚❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r✿
• t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣ s②st❡♠s ✐♥ ❡✈❡r② ❣r❛✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞
t❤❡♦r②✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ t♦ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②
❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡
t❤❡ s❧✐♣✲s②st❡♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣②✳
• t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❧✐♣✲s②st❡♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ r❡♥❞❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❦✐♥❡♠❛t✐❝✳
• t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s✳
❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♠❛❣❡ t❡①t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✉r❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❬❘❛♦ ✶✾✾✵❪✳ ❆♥ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
✜❡❧❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❧✐♥❡❛r ♣❛tt❡r♥ ❢r♦♠ ❛ ♣✐❝t✉r❡✿ t❤❡ ❘❛❞♦♥ ♦r ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ s♦♠❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ✭✶✮ ❊✳❇✳❙✳❉✳ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❡①tr❛❝t str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❑✐❦✉❝❤✐ ♣❛tt❡r♥ t♦
r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛r❛❝t✐♥❣ ❬❩❤♦✉ ✷✵✵✼❪✱ ✭✷✮ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❜♦✉♥❞❛r② ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❛❧②s✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ◆❡❝❡ss❛r② ❇♦✉♥❞❛r✐❡s ✭●◆❇s✮ ♦r ❞❡♥s❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❛❧❧s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❬❲✐♥t❤❡r ✷✵✵✹❪✱ ✭✸✮ ❆✉t♦✲❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇♦♦❞ t❡①t✉r❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡
t❡①t✉r❡ ♣❛tt❡r♥ ❬❍❛✐✲♣❡♥❣ ✷✵✵✺❪✳ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r s✐♠✐❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✉t ♠♦r❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛tt❡r♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② t❡♥s♦r ♦❢ ✜❜r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❧✐❦❡
❣❧❛ss ✇♦♦❧✱ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❬❇❡r❣♦♥♥✐❡r ✷✵✵✺✱ ❲✐t③ ✷✵✵✽❪✳
✶✳✹✳✹✳✷ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②
■♥ ✶✾✶✼✱ ❏♦s❡♣❤ ❘❛❞♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❳ r❛②s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❡✈❡r② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s
❛❝❝❡ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ✐ts ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧
❞❡♥s✐t② ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠✱ ♥♦✇ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✳
❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r✐③❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♠❛✐♥st❛②
♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛♥② ♦t❤❡r r❡♠♦t❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡s✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✶✳✶✸✱ t❤❡
t♦♠♦❣r❛♣❤② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r str✉❝t✉r❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❜② ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❳✲r❛② ✐♥t❡♥s✐t②
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♦❜❥❡❝t t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♥❡s✳
✶✳✹✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✺✾
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ s❝❤❡♠❛ ♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤②
■❢ f r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ s❡t ♦❢ ❳✲
r❛② ✐♥t❡♥s✐t② ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ r❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✳
✶✳✹✳✹✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s
❆♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s t♦ ❞❡t❡❝t ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❝♦♠♣✉t❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① ❛❧♦♥❣
s♣❡❝✐✜❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
R (θ, ρ) =
∫ +∞
−∞
f (ρ · cos(θ)− s · sin(θ), ρ · sin(θ) + s · cos(θ)) · ds ✭✶✳✶✷✮
✇❤❡r❡ {
ρ
s
}
=
{
cos(θ) sin(θ)
−sin(θ) cos(θ)
}{
x
y
}
✭✶✳✶✸✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✇❤✐t❡ ❞♦♠❛✐♥✳ θ ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❡ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ρ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳
✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ s❤❝❡♠❛
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ❙✐♥♦❣r❛♠
❚❤❡ ❘❛❞♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ f(x, y) t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ R (ρ, θ) ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❛ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ ✭ρ✱ θ✮✳ ❚❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥❣❧❡s ✐s ♦❢t❡♥
❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛❧❧❡❞ s✐♥♦❣r❛♠ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺✮✳ ■t ✐s t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ρ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ✳ ❆ ✈❡r② ❜r✐❣❤t
s♣♦t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s✐♥♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤✐s s♣♦t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✐♠❛❣❡ f(x, y) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ s❧♦♣❡ θ − pi2 ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛
ρ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❆ s✐♠♣❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣✐❝❦ ♦✉t t❤❡ ❧✐♥❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♣♣❡❛rs ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛s ❛ ♣❡r❢❡❝t t♦♦❧ ❢♦r s❧✐♣✲♠❛r❦s ❞❡t❡❝t✐♦♥s✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ✜❡❧❞✳
✶✳✹✳✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ s❧✐♣ ♠❛r❦s ❛♥❛❧②s✐s
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❤❡♥ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♠❛♥② ❝r♦ss✐♥❣ r♦✉❣❤ ❧✐♥❡s ❛s
♦♥ ❛ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥♦❣r❛♠ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❧✐♣✲♠❛r❦s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ P✐❝t✉r❡ ✶✳✶✻ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻ ✭❛✮
♣r❡s❡♥ts ❛ ❝r♦♣♣❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ♠❛✐♥ ❣r❛✐♥ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜②
✶✳✹✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✻✶
♠❛♥② ♦t❤❡rs✳ ▼❛♥② s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ P✐❝t✉r❡
✶✳✶✻ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s✐♥♦❣r❛♠✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❜r✐❣❤t s♣♦ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ❛t ✜①❡❞
ρ ❛♥❞ θ✱ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st✳ ❚✇♦ ❛♥❣✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥s r❡✈❡❛❧ ❜r✐❣❤t s♣♦ts✿ ❢r♦♠ ✲✻✵ t♦ ✲✹✵ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✶✵ t♦ ✻✵
❞❡❣r❡❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ✭❛✮ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ✭❜✮ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠
❚❤✉s t❤❡ s✐♥♦❣r❛♠ r❡✈❡❛❧s t❤❛t s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛tt❡r♥s ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣✲♠❛r❦s ♥✉♠❜❡r✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♥♦❣r❛♠ ✐s ♥♦t
tr✐✈✐❛❧ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r ♥♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❛r❦s ❛♥❞ s❧✐♣ ♠❛r❦s✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ●❇s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♥tr❛st❡❞ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② t♦ ❡①tr❛❝t s❧✐♣✲♠❛r❦s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s❡❡♠s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦ ✇♦r❦ ♦♥ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s✳
• ❛ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❣r❛♥✉❧❛r ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ✐✳❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✳
❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✭❊❇❙❉ ❛♥❛❧②s✐s✮ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥♦❣r❛♠ ♠❛♥② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞ ❡❛❝❤
❣r❛✐♥ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✸ ❛♥❞ ♠♦r❡ s❧✐♣✲❜❛♥❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐❝ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s
❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♥✉♠❜❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❜② ❣r❛✐♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳
• ❛ s❡❝♦♥❞ ✇❛② ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❜② ❬❇❡r❣♦♥♥✐❡r ✷✵✵✺❪✱ ✐✳❡ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛
r❡❣✉❧❛r ♠❡s❤✳ ❙✉❜✲❞♦♠❛✐♥s ♠✉st ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ ❧❛r❣❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ t❡①t✉r❡
❛♥❞ ❡♥♦✉❣❤ s♠❛❧❧ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛✐♥ t❡①t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ♦♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜② s✉❜✲❞♦♠❛✐♥✱ ✐✳❡ t❤❡ ♦♥❡
✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣❡❛❦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐♥♦❣r❛♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ✉s❡r ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥② ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❛❜♦✉t t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
s✉❜✲❞♦♠❛✐♥ s✐③❡✳ ◆♦t❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❛t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ✐s ✉♣ t♦ ✶✵ t✐♠❡ ❧♦✇❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✉♣ t♦ ✶✵✵ t✐♠❡s ♠♦r❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ♣❡r ❣r❛✐♥✳
❚❤❡♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞♦♠❛✐♥s ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❝r♦ss
✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s ❛❧❧♦✇s ♦♥❧② ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦
❞❡♥s✐t② ❜② s✉❜✲❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ♥♦t ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ s❧✐♣ ♠❛r❦✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❧✐♣❊① ❢♦r ❙❧✐♣✲♠❛r❦ ❊❳❚r❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①
❊✮✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆s ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦
❜❡ t✐♠❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✐❡s✱ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t ✉s❡s ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❝r♦ss✐♥❣ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱
✉♥t✐❧ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❧✐♣ ♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉s❡r✬s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❊✳ ❖♥❡ ❥✉st ❡①♣❧❛✐♥ ❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s✱ t❤❡ ✉s❡r✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s❤♦rt
❡①❛♠♣❧❡✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❡r② ❧♦❝❛❧ ❝r♦♣ ♦❢ t❤✐s ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❤✐t❡
❜♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻ ✭❛✮✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❡q✉❛❧
t♦ ✺✵①✺✵µm2✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ st❡♣s ❛♥❞ t✇♦
s♣❡❝✐✜❝s ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✿ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡ ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✶✳✶✼ ✭❜✮✮ ❛♥❞ ✐ts ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✼ ✭❛✮✮✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❊❉●❊✳ ❇♦t❤
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✼ ✭❜✮ t❤❛t ❜♦t❤ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✱
♥♦t❡❞ 1 ❛♥❞ 2✱ ❧❡❛❞ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❧❡❛❞s
t♦ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② θerr ♦♥ t❤❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥
t❤❡ ❡❞❣❡ ♠❛♣ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✼ ✭❛✮✮ r❡♠♦✈❡s ❛♥② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥
✐s ♥♦t s❧✐♣✲♠❛r❦ t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦s ♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡ ♠❛♣ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥tr❛ ❛♥❞ ✐♥t❡r s❧✐♣✲❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✼ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ s✐♥♦❣r❛♠ ♦❢ ✶✳✶✼ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ ♣✐❝t✉r❡ ✶✳✶✼ ✭❝✮✱ ✹ s❧✐♣
♠❛r❦s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ♣✐❝t✉r❡ ✶✳✶✼ ✭❝✮✱ s❧✐♣✲❜❛♥❞ ♠❛❦❡s ♣r❡❝✐s❡❧② ❛♥ ❛♥❣❧❡
♦❢ 22o ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛①✐s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ ♣✐❝t✉r❡ ✶✳✶✼ ✭❝✮✱ t❤❡ s❧✐♣ ♠❛r❦ s✐③❡ ✐s
❛❧♠♦st ✉♥✐❢♦r♠ ✭6.5µm✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s ≈ 12.5µm✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✸✻✻✶①✸✻✻✶ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ❛ ♣✐t❝❤ ♦❢ ✶✳✹ µm✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✼ ✭❝✮ ❡✈✐❞❡♥❝❡s
t❤❛t t❤❡ ✧❡❞❣❡s ♠❡t❤♦❞✧ ✭❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❞❣❡ ♠❛♣ ♦❢ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✮ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡
♦♥ s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✧r❛✇ ♠❡t❤♦❞✧ ✭❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ r❛✇ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✮
✐s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ q✉✐❝❦ s❧✐♣✲♠❛r❦ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❜❡st ✐♥❝❧✐♥❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✧❡❞❣❡s ♠❡t❤♦❞✧✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❛✐♥ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥ t❡①t✉r❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✐s ❢♦✉♥❞✱ θ✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❧❛❜ ❢✉♥❝t✐♦♥ ▼❆❳✱ t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ r❛✇
♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ❛t θ✳ ❖t❤❡r st❛t✐st✐❝ ❛r❡ t❤❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞✳
✶✳✹✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✻✸
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✿ ✭❛✮ r❛✇ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ✭❜✮ ❙✐♥♦❣r❛♠ ❢r♦♠ ❜✐♥❛r✐s❡❞ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ✭❝✮ ❙✐♥♦❣r❛♠ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤
❡❞❣❡s
❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞ ♥♦
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✇❛② ❡①✐sts t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠✐st❛❦❡s ❡①❝❡♣t❡❞ t❤❡ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ ❣r❛✐♥ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡s ❤❡r❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡
♦♥❡ ❜✐❣ ❣r❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♠❛♥② t✇✐♥s t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ❣r❛✐♥ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣
s✐♥❝❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❧✐♣ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s❧✐♣ ♠❛r❦ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠✳
❚❤✐s ❣r❛✐♥ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✶✳✶✽✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ s❡❡ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝r♦ss❡❞
❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡s ✇❤♦s❡ t❤❡ ♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✻✾o ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✳ ❚❤❡ r❡st
♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❡①❤✐❜✐ts s❧✐♣ ♠❛r❦s ❛t ✸✺o ❛♥❞ ✲✸✺o✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♠♦st r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ s❧✐♣ ♠❛r❦s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ±✸✺o ❡①❤✐❜✐t ❧♦✇ s❧✐♣ ♠❛r❦s ❞❡♥s✐t②✳ ❇♦t❤ ♦t❤❡r ♣✐❝t✉r❡s ♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✐♥❝❧✐♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✿ ✭❛✮ ③♦♦♠ ♦♥ ❣r❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s♦♠❡ t✇✐♥s
❖♥❡ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥♦ s❧✐♣ ♠❛r❦ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❡✱ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♠♦r❡ ♥♦✐s② r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛ ❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t②
♦❢ s❧✐♣ ♠❛r❦ ❡①✐st✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♠❛♣ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡
t❤❡ s❧✐♣ ♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✐♥❝❧✐♥❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ❡✈❡r② r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥
❛ ♣❛r❛♠❡t❡r C ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦♦♣ ♦♥ ❣r❛✐♥s✱ ❛♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ♣♦✐♥t r❡q✉✐r❡s ❛ ❞❡❡♣❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣r❛✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✇✐t❤✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✶✳✶✻ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✐♥❝❧✐♥❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡
✶✳✶✾✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✐♥❝❧✐♥❡ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❜✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ♠❛✐♥ s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡s❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✶✳✶✻ ✭❛✮✳ ■♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✷
❞✐r❛❝✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛t ✷✶o ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛t ✲✹✻o✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ♠✉st r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s✉r❢❛❝❡ s❧✐♣ ❜❛♥❞s ❞❡♥s✐t② ♦❝❝✉♣✐❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❧✐♣✲s②st❡♠s✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ♣❡❛❦s ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡rr♦rs ✇✐t❤✐♥ ✐♥❝❧✐♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ❛ ❧♦✇
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦s ♦r ❝r♦ss✲s❧✐♣s✳ ❖t❤❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ♣❡❛❦s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② ♦❢ ✐♥❝❧✐♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ t❤✐s r❛✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧✐♣✲s②st❡♠s ✭❤❡r❡ ✷✮✱ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❧✐♣✲❞♦♠❛✐♥
♦r s❧✐♣✲❜❛♥❞s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ ♥♦ r❡❧❡✈❛♥t r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞❡❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡ t♦ ✜❧t❡r
t❤❡ r❛✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✇❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r
♠❛r❣✐♥✱ D✱ ❢♦r t❤❡ s❧✐♣✲❜❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ t❤❛t ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✶✳✹✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✻✺
♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ g ❛s ✐t ✐s s❤✐❢t❡❞ ♦✈❡r ❛♥♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ❬0✱ t❪ ❜②✿
[f ∗ g] (t) =
∫ t
0
f (τ) g (t− τ) · dτ ✭✶✳✶✹✮
✭❛✮ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✐♥❝❧✐♥❡ ✐♥ o ✭❜✮ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✐♥❝❧✐♥❡ ✐♥ o
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✿ ✭❛✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✐♥❝❧✐♥❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣r❛✐♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻ ✭❛✮✳ ✭❜✮ ❙✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛♥❞ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡s✉❧ts
❙t❡♣ ✶
❧♦♦♣ ♦♥ n
s✉❜✲✇✐♥❞♦✇
A = 25px
s✉❜✲✇✐♥❞♦✇ s✐③❡
✭♣①✮
B = 20px
s✉❜✲✇✐♥❞♦✇s
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
✭♣①✮
•r❛✇ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✐♥❝❧✐♥❡ ✜❡❧❞
•r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t②
✜❡❧❞
•♠❡❛♥ s❧✐♣✲♠❛r❦ t❤✐❝❦♥❡ss
✜❡❧❞
•♠❡❛♥ ✐♥t❡r s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ✜❡❧❞
❙t❡♣ ✷
❧♦♦♣ ♦♥ m
❣r❛✐♥s ❢♦r
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
C = 10%
♠✐♥✐♠❛❧ r❡❧❡✈❛♥t
s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t②
❢♦r ❞❡♥♦✐s✐♥❣
D = 5o
❛♥❣✉❧❛r
♠❛r❣✐♥ ❢♦r
s❧✐♣✲❜❛♥❞s
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
•✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
•✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧✐♣✲
s②st❡♠
•♠❡❛♥ st❛t✐st✐❝s ♣❡r s❧✐♣✲
❜❛♥❞s
❙t❡♣ ✸ ❧♦♦♣ ♦♥ m
❣r❛✐♥s ❢♦r s②s✲
t❡♠ ❞❡t❡❝t✐♦♥
E = 5o ❛♥❣✉❧❛r ♠❛r❣✐♥ ❢♦r s②s✲
t❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
•✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❧✐♣✲s②st❡♠s
❚❛❜❧❡ ✶✳✻✿ ❙❧✐♣❊① st❡♣s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❇❧✉❡ ❝✉r✈❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✾ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛✇ ✐♥❝❧✐♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❛♥❞ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✹o✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✐s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞✳ ▲❡t µ ❜❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ σ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❊✈❡r② ♣✐①❡❧
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ µ± 2σ ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❧✐♣✲❜❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡❛❦s ✐s ❡①tr❛❝t❡❞
❛♥❞ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜❛❞ ♣✐①❡❧s✳ ✶✳✶✾ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts✱ ✐♥ r❡❞✱ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✷ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❣r❛✐♥
❞♦♠❛✐♥s✱ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣♦ss✐❜❧❡ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❛♥❦s t♦ r❛❞♦♥
tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✐♥❝❧✐♥❡ ♠✉st r❡♠❛✐♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ✉s❡r✬s ♣❛r❛♠❡t❡r E✳ ■t
❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐s
❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✻ s✉♠♠❛r✐s❡s st❡♣s ♦❢ ❙❧✐♣✲s②st❡♠ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦❝✉s ♦♥ ✉s❡r✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
✶✳✹✳✹✳✺ ▼❡t❤♦❞ ❡✣❝✐❡♥❝②
❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ s❧✐♣✲s②st❡♠s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦
❞❡❛❧ ✇✐t❤ s❧✐♣✲s②st❡♠ st❛t✐st✐❝s✱ ✺✺ ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛♥✉❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❧✐♣❊① r♦✉t✐♥❡ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✵✮✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳ ❘❡❞✱ ✇❤✐t❡ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ✇✐t❤✐♥ ❙❧✐♣❊①✱ t♦ s✐♥❣❧❡✱ ❞♦✉❜❧❡ ❛♥❞ tr✐♣❧❡ s❤❡❛r ♣❡r
❣r❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲✐♥❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❧✐♣✲s②st❡♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦s✳ ■♥ t❤❡
✺✺ s❧✐♣ s②st❡♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ✺ ♠✐st❛❦❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✾% ❡rr♦r✳ ❚❤❡s❡ ❡rr♦rs
❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡①❝❧❛♠❛t✐♦♥ ♠❛r❦ ✐♥ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛❞ ♦r ♠✐ss✐♥❣ s②st❡♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✶✳✷✵ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠✐st❛❦❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐❞❡♥t✐✜❡❞✿
• ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛r❦❡❞ s②st❡♠s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❢♦r❣♦tt❡♥✳ ■t r❡♣✲
r❡s❡♥ts ✸✸% ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs✳
• t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❝♦♥tr❛st ✭♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✮
❛♥❞ t❤❡♥✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥❝❧✐♥❡ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r s❧✐♣ s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥❀ t❤❡ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ♠❛r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛ s❧✐♣✲s②st❡♠✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts ✻✼% ♦❢ ❡rr♦rs✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜② t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡②❡
❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ✐s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✸✻✻✶①✸✻✻✶ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ❛ ♣✐t❝❤ ♦❢ ✶✳✹ µm✳ ❚♦
✐♥❝r❡❛s❡ t❤✐s r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡ s✉❝❤ r❡s✉❧ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦
✐❞❡♥t✐❢② ❡❛❝❤ s❧✐♣ s②st❡♠ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❡②❡s✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡②❡ ❞♦❡s♥✬t ♠❛❦❡ ♠✐st❛❦❡
s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ✐s ✈❡r② s✐♥❣✉❧❛r ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐❢ t❤❡ ♦t❤❡r
♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉s❡❞✱ ✐✳❡ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❧♦♦♣ ♦♥ ❣r❛✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ♠❡s❤✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❣r❛✐♥ ❝♦♥t♦✉r ❝r♦♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♥♦t❛❜❧② ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧② ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ♥♦ ✇r♦♥❣ s❧✐♣✲s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳
❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t s❧✐♣✲♠❛r❦s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❝❛♣t✉r❡❞✳
✶✳✹✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✻✼
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛♥❞ s❧✐♣✲s②st❡♠s s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❙❧✐♣❊①
✶✳✹✳✹✳✻ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ st❛❣❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
P✐❝t✉r❡ ✶✳✷✶ ❢r♦♠ ✭❛✮ t♦ ✭❞✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✐♥❝❧✐♥❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞
t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❉❛t❛ ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣❡r s❧✐♣✲❜❛♥❞✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣ ♠❛r❦
✐♥❝❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✾✵ t♦ ✾✵o ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✶ ✭❜✮✮✳ ❚❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❝❧✐♥❡ ✭s❡❡ ♣✐❝t✉r❡ ✶✳✷✶ ✭❝✮✮ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ✺ ♠❛✐♥ s❧✐♣✲❜❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✿
✭✶✮ ❛t ✷✷o✱ ✭✷✮ ❛t ✸✻o✱ ✭✸✮ ❛t ✹✾o✱ ✭✹✮ ❛t ✼✵ o ❛♥❞ ✭✺✮ ❛t ✽✼ o✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ±2o t❤❡s❡ ♠❛✐♥
✐♥❝❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛❜♦✉t ✺✵% ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦s✳ ❚❤❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❤❡r❡ s❛t✉r❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺
❛♥❞ ✹✺% ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ❝♦♥tr❛sts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♠❡❛♥ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ♣❡r s❧✐♣✲❜❛♥❞s ❛r❡❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ♣❛tt❡r♥✳ ❙♦♠❡ ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❧✐♣✲❞❡♥s✐t②
✐s ❛❜♦✉t ✶✺% ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✇❤✐t❡ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛st ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤✐s ♥❛t✉r❛❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧r❡❛❞② ❡♠♣❤❛s✐s t❤❛t ✇❤✐t❡ ❝✐r❝❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✉♥❞❡r❣♦ ❢❡✇ ♦r ♥♦
♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✇❤❡r❡❛s r❡❣✐♦♥s ♥♦t❡❞ 1 ♦r 2 ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✉♥❞❡r❣♦ ✐♥t❡♥s❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥
❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✭❜✮✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✶✳✷✶ ✭❜✮✮✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❢❡✇ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡
✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
♣✐❝t✉r❡ ✭✇❤✐t❡ ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ ✶✳✷✶ ✭❜✮✮✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ✐t ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ≈ −5µm✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t♦♣
r✐❣❤t ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✐s ✈❡r② ❧♦✇ ❛♥❞ r❡❧✐❡❢ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧❛r❣❡ ♣❧❛t❡❛✉✳ ❚❤✐s
♣♦✐♥t ✐s ♥♦t❛❜❧② ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤✐❣❤❧② s❧✐♣✲s②st❡♠s ❝r♦ss❡❞ r❡❣✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✉r❡s ✶✳✶✶✳
✭❛✮ ✐♥❝❧✐♥❡ ✐♥ ✭o✮ ✭❜✮ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✭%✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶✿ ✭❛✮ ❛♥❣❧❡ ♦❢ s❧✐♣ ❜❛♥❞s ✭❜✮ s❧✐♣ ❜❛♥❞ ❞❡♥s✐t②
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✶ ✭❞✮✮ r❛♥❣❡s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✵✵%
✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✾✳✷%✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞
✶✾✳✷%✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ r❡❞ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❡st ●❛✉ss✐❛♥ ✜tt✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ G ✐s t❤❡
✶✳✹✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✻✾
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
G = Aexp
(
−(x− µ)
2
2σ2
)
✭✶✳✶✺✮
✇❤❡r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ ✐s ✼✳✶%✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s µ ❛♥❞ A ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡q✉❛❧ t♦ ✶✶✳✹%✳
❚❤❡ ❣r❡❛t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧s ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡♠♣❤❛s✐s
❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦r ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❬❇❛rr❡tt ✶✾✹✽❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❞❡♥s✐t② ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❛s ❜❡✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✜❡❧❞✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡
t❤❛t ❢♦r ❛ ♠❡❛♥ str❛✐♥ ♦❢ ≈ 2% t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❝❛♥ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✺% ❛♥❞
✉♣ t♦ ✶✵% ✐♥ ✈❡r② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t s♦♠❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✱ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✇❤✐t❡ ❧✐♥❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✶ ✭❜✮✱ ✉♥❞❡r❣♦ str❛✐♥s
✇❤✐❝❤ ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳✺%✳
P✐❝t✉r❡ ✶✳✷✷ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥t st❛t✐st✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠s✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✷✿ ✭❛✮ ❉❡♥s✐t② ♦❢ ♥♦♥❡✱ s✐♥❣❧❡✱ ❞♦✉❜❧❡ ❛♥❞ tr✐♣❧❡ s❤❡❛r ❛♥❞ ✭❜✮ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ✶✷ ♣♦t❡♥t✐❛❧
s❧✐♣✲s②st❡♠s ✇✐t❤✐♥ ❋✳❈✳❈✳ str✉❝t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✐✈❛t❡ ♥♦♥❡✱ s✐♥❣❧❡✱ ❞♦✉❜❧❡ ♦r tr✐♣❧❡ s❧✐♣✳ ❋✐❣✉r❡ ✭❜✮
s❤♦✇s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ❛♥❞ ❇♦❛s ♥♦t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✶✳✹✮✳ ❙t❛t✐st✐❝s s❤♦✇
t❤❛t ✺✼% ♦❢ ❣r❛✐♥s ❡①❤✐❜✐t s✐♥❣❧❡ s❧✐♣ ✇❤✐❧❡ ✷✾% ❡①❤✐❜✐t ❞♦✉❜❧❡ s❧✐♣✳ ❚❤❡s❡ st❛t✐st✐❝s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
❛s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st❛❣❡ ■ ❛♥❞ st❛❣❡ ■■ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✐✳❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧
✇❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ♣❛ss❡s ❢r♦♠ ♠❛✐♥❧② ♣❧❛♥❛r✴s✐♥❣❧❡ s❧✐♣ t♦ ♠❛✐♥❧② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥❞ ❝r♦ss✲s❧✐♣✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❬❋❡❛✉❣❛s ✷✵✵✸❪ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ♦❝❝✉rs✱ ✐♥ ❛ ❆✸✶✻▲ ✇✐t❤ ❛ ❣r❛✐♥ s✐③❡
♦❢ ≈ 107µm ❛t ❛♠❜✐❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛t ≈ 290MPa✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❍❛❧❧✲P❡t❝❤ ❧❛✇ ❬❍❛❧❧ ✶✾✺✶❪
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✻ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❛❧❧✲P❡t❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤✐♥ ❆■❙■ ❆✸✶✻▲ ❛✉st❡♥✐t✐❝ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✸ ✭❛✮ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❡st✐♠❛t❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st❛❣❡ ■ ❛♥❞ st❛❣❡ ■■ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ ✭❣r❛✐♥ s✐③❡≈ 118µm✮
❛t ✷✽✺▼P❛✳ ❖♥❡ r❡❝❛❧❧s t❤❛t t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♣ t♦ ✷✳✺% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥
❛♥❞ ✷✼✵MPa ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s s✐t✉❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ st❛❣❡ ■ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ st❛❣❡ ■■✳
✭❛✮ ✭❜✮ µ
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✸✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛❧❧✲P❡t❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs Σ0 ❛♥❞ k ♦♥ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❢♦r ❛✉st❡♥✐t✐❝
st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ❆■❙■ ✸✶✻▲ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ❬❋❡❛✉❣❛s ✷✵✵✸❪✳ ✭❜✮ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢✿ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r
Σ(ε) = Σ0(ε) + k(ε)d
− 1
2 ✭✶✳✶✻✮
✇❤❡r❡ Σ(ε) ✐s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss ✢♦✇✱ Σ0(ε) ❛♥❞ k t❤❡ ❍❛❧❧✲P❡t❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥
❛♥❞ d t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ♦♥ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✶✳✷✷ ✭❜✮ t❤❛t ❡✈❡r② s❧✐♣✲♣❧❛♥❡
st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❧✐♣✲♣❧❛♥❡ B ❛♥❞ ✐ts t❤✐r❞
❞✐r❡❝t✐♦♥ B5 ✐s t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t s②st❡♠ s✐♥❝❡ ❛❜♦✉t 15% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❣r❛✐♥ ❛❝t✐✈❛t❡ ✐t✳ ❖t❤❡rs✱ ✜rst ❛♥❞
t❤✐r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❧✐♣✲♣❧❛♥❡ ❛r❡ ❡q✉✐t❛❜❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✭≈ 12%✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱
✐✳❡ A3✱ B4✱ C3 ❛♥❞ D4 s②st❡♠s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✈❡r② ❢❡✇ ❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ❚❤❡② ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✉♣ t♦ ✹%✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✸ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥ ♣r✐♠❛r② s❧✐♣✲s②st❡♠ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ♦♥❡✳ ❲❤❡♥
♠✉❧t✐♣❧❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠❛r② s②st❡♠ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❤✐❣❤❡r
❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♥♦t❡❞ ✧♣r✐♠❛r② s②st❡♠✧ ✐♥❝❧✉❞❡s✱
✇✐t❤✐♥ ✐ts st❛t✐st✐❝s✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② s❤❡❛r❡❞ ❣r❛✐♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦♥❡ ♥♦t❡❞ ✧s❡❝♦♥❞❛r② s②st❡♠✧
♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡ s❤❡❛r✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♦♥❧② s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ s❤❡❛r ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
✶✳✹✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✼✶
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜rst ♥♦t❡ t❤❛t ♣r✐♠❛r② s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❙❝❤♠✐❞
❢❛❝t♦r✳ ■♥❞❡❡❞ ❜♦t❤ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♥♦t s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳ ■t ✉♥❞❡r❧✐♥❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❧♦✇❡r ❙❝❤♠✐❞
❢❛❝t♦r s②st❡♠s ♥♦t❛❜❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✸ ❛♥❞ ✵✳✸✺✳ ❆s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ✧❧❛✇✧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ str❡ss
✉♥✐❛①✐❛❧✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥❡ ✜rst ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❡①✐st❛♥❝② ♦❢ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧ tr✐❛①✐❛❧✐t②
♦❢ str❡ss❡s✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤r❡❡ tr❡♥❞s✿ ✭✶✮ ❢r♦♠ µ = 0.25 t♦ 0.36✱ ❢r♦♠ µ = 0.36 t♦ 0.41 ❛♥❞
❢r♦♠ µ = 0.41 t♦ 0.5✳ ❚❤❡ ✜rst tr❡♥❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ≈ 21% ♦❢ s❤❡❛r❡❞ ❣r❛✐♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ≈ 17%
❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦♥❡ ≈ 62%✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ µ ❞♦♠❛✐♥s ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❢♦✉♥❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤❡ ❛✉st❡♥✐t✐❝ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❉✉♣❧❡① st❡❡❧ ❬❊❧ ❇❛rt❛❧✐ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥s
t❤❡ ✜rst tr❡♥❞ ✇❤❡r❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❛❧②✱ ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡✱ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❙❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② s②st❡♠ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦♥st❛♥t tr❡♥❞ ❢r♦♠
µ = 0.33 t♦ 0.48✳
✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❡st ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✲❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❆✸✶✻▲✮ t❡st❡❞ ❜② ❇♦❞❡❧♦t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♦❧s✳ ✭✶✮ ❊❇❙❉ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣r❛✐♥ ♣❛tt❡r♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣r❛✐♥ st❛t✐st✐❝s✱ ✐✳❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱
t❡①t✉r❡✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✭✷✮ Pr♦✜❧♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡
♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♣❛tt❡r♥✳
✭✸✮ ❘♦✉t✐♥❡s ❢♦r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✜❡❧❞s ❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♣❡❞ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦t❛❜❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✉♥t❡①t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ✭✹✮ ❋✐♥❛❧❧②✱
❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❧✐♣✲s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉♥❞❡r
▼❆❚▲❆❇ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛s
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ st✉❞✐❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢
❛ r❡❛❧ ♣♦❧②❝r②st❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❣r❛✐♥ ✭✶✼✼✻ ❣r❛✐♥s✮✱ ✇✐t❤ ❛
❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡s ✭♠❡❛♥ s✐③❡ ✐s ✶✶✽µm✮✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡✱ ❣r❛✐♥s ❛r❡ q✉✐t❡
✧❧❛r❣❡✧ s✐♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✹% ♦❢ st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❣r❛✐♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❛♥
❞✐❛♠❡t❡r ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✵✵µm✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✉♥t❡①t✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐t r❡✈❡❛❧s ❛
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❧♦✇❡r ✭✾✺ ❛♥❞ ✶✹✶µm✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✺✼% ♦❢ t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■ts ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
t❤❛t ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭≈ ±10µm ♦❢ r❡❧✐❡❢✮ ❛♥❞
t❤❛t Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♣❧❛② ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥t❡♥s❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s st❡♣s ♦♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❚❤✐s ♣♦✐♥t s❤♦✉❧❞ ♥❡❝❡ss❡r❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡✲
r✐❛❧✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✜❡❧❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✺ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧②
✶✵% ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ♠❡❛♥ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ♦❢ ✷✳✺%✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s
❡①❤✐❜✐t ❢❡✇ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛♥❞ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥
❛♥❞ t❤✉s st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡①❤✐❜✐ts ♠❛✐♥❧② s✐♥❣❧❡
❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ s❤❡❛r ✭✺✼ ❛♥❞ ✷✾% ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❧✐♣s✮✱ ✐t ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s
❜❡❡♥ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ♠♦♥t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✉♣ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st❛❣❡ ■
❛♥❞ ■■ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❤❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✧♠❛t❡r✐❛❧✧ ✇❛②✱ ✐✳❡ ❜❛s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✲
❞❡r❡st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✜♥❛❧ ♣❧❛st✐❝ st❛t❡ ♦♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦t❤❡r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✉❡❀ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡✲
❝❤❛♥✐❝✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧②
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✇❛②s✱ ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❈❤❛♣t❡r ✷
▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
❈♦♥t❡♥ts
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■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❡sts✱ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❜♦✉t ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ ❣r❛✐♥
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣ s②st❡♠s✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s❧✐♣
♠❛r❦s ❡t❝✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥❝❡r♥s ✐♥ s✐t✉ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✇❛②
t♦ ❛♥❛❧②③❡ ♣❧❛st✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝✱ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ ❞❛t❛ tr❡❛t♠❡♥ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬❙❡❣❤✐r ✷✵✶✸❪✳
❆s ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♥❡❝❡s✲
s❛r② ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❞❛t❛ tr❡❛t♠❡♥ts ❢♦r ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t✳
Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ tr❡❛t♠❡♥ts ❛t ❛ ✈❡r② ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡ ❛r❡ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✿ ✭✶✮ st✉❞✐❡s
♦♥ ❛ ❜✐✲❝r②st❛❧ ♦❢ ❛♥ ❆✶✵✺✵ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪✱ ✭✷✮ ✇♦r❦s ♦♥ ❛♥ ♦❧✐❣♦❝r②st❛❧ ✭✼
❣r❛✐♥s✮ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣✉r❡ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ✐♥ ❬❇❛❞✉❧❡s❝✉ ✷✵✶✶❪✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✭✸✮ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧
✭✷✵✵✵ ❣r❛✐♥s✮ ♦❢ ❆■❙■ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾✱ ❇♦❞❡❧♦t ✷✵✶✶❪✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥❧② ❢♦✉r
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ✐♥ s✐t✉ ❝❛❧♦r✐♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t s✉❝❤ s❝❛❧❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❧❛st ✸ ②❡❛rs✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐t ✐s
✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡s s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳
❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s✉❝❤ st✉❞✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② s♦♠❡ r❡❛s♦♥s✿ ✇❤✐❧❡ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ■♥❢r❛ ❘❡❞ ❚❤❡r♠♦❣✲
r❛♣❤② ✉s❡❞ ♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡sts ❜❡❝♦♠❡s t♦ ❜❡ ♠❛st❡r❡❞ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❈❤r②s♦❝❤♦♦s ✶✾✽✾❜❪✮✱
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s st✐❧❧ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤
❛♥❞ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧
♣♦✐♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡r♠❛❧ ✭◗■❘❚✶✮ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t♦ ✉s❡ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ✭❉■❈✷✮ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇✳ ■t ❛❧❧♦✇s r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s t❤❡
✜rst ✐♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✧▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✧ ✭t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ■✳❘✳ ✜❡❧❞s ✐♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ✉s✐♥❣ s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤❛t ♠✉st ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞✳ ▲❡t ✉s ✜rst ♣r♦♣♦s❡ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦
❝♦✉♣❧❡ ◗■❘❚ ❛♥❞ ❉■❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
✷✳✶ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ◗■❘❚ ❛♥❞ ❉■❈ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♦♣♣♦s✐t❡✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ s✉❝❝❡❡❞ ✐♥
s✉❝❤ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
✶✳ t✇♦✲❢❛❝❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✿ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ✭❈✳❈✳❉✳ ❛♥❞ ■✳❘✳ ❝❛♠❡r❛✮ ♦❜s❡r✈❡s ♦♥❡ ❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✭❛✮✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❇❛❞✉❧❡s❝✉ ✷✵✶✶❪✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❛t ◗■❘❚ ❛♥❞ ❉■❈ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❬❇❛❞✉❧❡s❝✉ ✷✵✶✶❪✱ ❛ t❤✐♥✱ ♦♣❛q✉❡ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❧❛❝❦ ♣❛✐♥t ✐s s♣r❛②❡❞ ♦♥t♦ ♦♥❡ ❢❛❝❡ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❝❧♦s❡ t♦ 1 ❛♥❞ ❛ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛❝❡ t♦
r❡❝♦✈❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝❦❧❡ ❝♦❛t✐♥❣✳ ◆❡✈✲
❡rt❤❡❧❡ss ✐t ✐♠♣❧✐❡s t♦ ❞✐s♣♦s❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦♥ ❜♦t❤ ❢❛❝❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❝♦❧✉♠♥❛r
❡①tr✉❞❡❞ ❣r❛✐♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢
t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛❝❡✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ s❡❡♠s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❢ s✐♥❣❧❡✱ ❜✐
♦r ♦❧✐❣♦❝r②st❛❧s ✭❁ ✶✵ ❣r❛✐♥s✮ ❜✉t ♥♦t ❢♦r ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡s✳
✷✳ ♦♥❡✲s❤♦t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✿ ❛ s✐♥❣❧❡ ■✳❘✳ ❝❛♠❡r❛ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜♦t❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧
✜❡❧❞s ♦♥ ❛ s❛♠❡ s✉r❢❛❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
❝♦♥tr❛st ♦❢ ■✳❘✳ ✐♠❛❣❡s ❞✉❡ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❡♠✐ss✐✈✐t② ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❉✳■✳❈✳ ❛♥❛❧②s❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ✧❖♥❡✲s❤♦t ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✧✱
✐♠♣❧✐❡s t♦ ❛❞❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤✉s t♦ ♠♦❞✐❢② ❝❧❛ss✐❝❛❧
❉✳■✳❈✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▼❛②♥❛❞✐❡r ✷✵✶✶❜❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ✜rst t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❜✐❛s ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧
✜❡❧❞ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② t♦ ❝♦♥❞✉❝t t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s ❛ str♦♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦♥ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣✐t❝❤
♦❢ t❤❡ ❜❡st ■✳❘✳ ❝❛♠❡r❛ ♣✐①❡❧ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛❜♦✉t ✶✵ t✐♠❡s s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❜❡st ❈✳❈✳❉ ❝❛♠❡r❛ ♦♥❡✳
✶◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ■♥❢r❛❘❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤②
✷❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥
✷✳✶✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✼✺
❚❤✉s✱ ❛❧❧ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ♦r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛r❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❜❡❢♦r❡
❜❡✐♥❣ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❆s r❡❣❛r❞ ♦❢ ■✳❘✳ ❝❛♠❡r❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ s❡❡♠s ❝✉rr❡♥t❧② ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✇❤♦s❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✵✵µm ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t
t❛❦❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❈✳❈✳❉ ❛♥❞ ■✳❘✳ ❝❛♠❡r❛s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥❢r❛r❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳
✸✳ s✐♥❣❧❡✲❢❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✿ ❇♦t❤ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠s ✭❈✳❈✳❉✳ ❛♥❞ ■✳❘✳ ❝❛♠❡r❛✮ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠❡
③♦♥❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✐♥st❛♥t✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ s❡t✉♣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
• t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ■✳❘✳ ❛♥❞ ❈✳❈✳❉✳ ❝❛♠❡r❛ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✭❜✮✮✳ ❚❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❬❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤✐s s❡t✉♣ ❝❧❡❛r❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡s
s♦♠❡ ❞✐st♦rs✐♦♥s ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ G1 ❧❡♥s✸✱ ❢♦r
✐♥❢r❛r❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts s♠❛❧❧ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞ ✭≈✶✵✵µm✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s❛♠♣❧❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ 1o✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ s❡❡♠s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r
❜✐❣ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s ❜✐✲❝r②st❛❧s ❬❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪ t❤❛♥ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❢♦r ♠❛♥② s♠❛❧❧
❣r❛✐♥s✳
• t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❞ï❝❤r♦✐❝ ♠✐rr♦r ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞
✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ✐ts ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ❞ï❝❤r♦✐❝ ♠✐rr♦r tr❛♥s♠✐ts t❤❡
✐♥❢r❛r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝ts
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥s✱ t♦ t❤❡ ❈✳❈✳❉✳ ❝❛♠❡r❛ ✇❤✐❝❤ ✐s
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s s❡t✉♣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜✐❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐rr♦r ✭tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱
r❡✢❡❝t✐♦♥s✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜♦t❤ ❛rr❛②s ♦❢ ❞❡t❡❝t♦rs r❡♠❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s s✉r❢❛❝❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥② ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✜❡❧❞s✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✐❢ ❛ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❛t✐♥❣ ♠✉st ❜❡
❡❧❛❜♦r❛t❡❞✳ ■t ♠✉st ❜❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ ■✳❘✳ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
✐♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥❡ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪✳ ❋♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦❛t✐♥❣
♠✉st ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳
✸❍✐❣❤ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡♥s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ■♥❢r❛❘❡❞ ❋♦❝❛❧ P❧❛♥❡ ❆rr❛②
✭■❘❋P❆✮ s❡♥s♦r s✐③❡
✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❛ ♦❢ ❜✐✲❢❛❝❡ ◗■❘❚ ❛♥❞ ❉■❈ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✭❜✮ ♦♥❡✲❢❛❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣ ✭❢r♦♠ ❬❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪✮✱ ✭❝✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✭❢r♦♠ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ✐ts ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞✐❛❣r❛♠
✷✳✷ ❋♦❝✉s ♦♥ ♦♥❡ ✧s✐♥❣❧❡✲❢❛❝❡✧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣
❚❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❛♥❞ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ♥♦t❛❜❧② ♦♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❉■❈ ✭❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❈♦rr❡❧✐▲▼❚ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t t❤❡
✧▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✧ ✭▲▼❚✮ ♦❢ ❈❛❝❤❛♥ ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ❬❍✐❧❞ ✷✵✵✷❪✳ ■♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡
❞❡❢♦r♠✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❣r❛❜❜❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❏❛✐ ❈❱✲▼✹✰ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❚❛♠r♦♥
✷✸❋▼✺✵❙P ✺✵ ♠♠ ❧❡♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ t✉❜❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✻✳✺①✻✳✺ µm2 ♣❡r ♣✐①❡❧
❛♥❞ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ✽✳✾①✻✳✼ mm2✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❉■❈ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✶✻①✶✻ ♣✐①❡❧s s✉❜s❡ts✱
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ❞❛t❛ ✐s ✜♥❛❧❧② ✶✵✹①✶✵✹ µm2✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡
✜❡❧❞s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ■❘❚ ✭■♥❢r❛r❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✜❧♠❡❞ ❜② ❛ ❋P❆✹ ❈❡❞✐♣ ❏❛❞❡ ■■■
✹❋♦❝❛❧ P❧❛♥ ❆rr❛②
✷✳✷✳ ❋♦❝✉s ♦♥ ♦♥❡ ✧s✐♥❣❧❡✲❢❛❝❡✧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✼✼
▼❲■❘ ❝❛♠❡r❛✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡♥s ❝❛❧❧❡❞ G1✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞s ❞❛t❛ ✐s ✸✵①✸✵ µm2✳
❉✐✛❡r❡♥t st❡♣s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s
❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧✳ ❆s ♠❛♥② ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❡❛❝❤ st❡♣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪✱
♦♥❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ❤❡r❡✳
✶✳ ❉✐❝❤r♦ï❝ ♠✐rr♦r✿ ❛ ❞✐❝❤r♦✐❝ ♠✐rr♦r ✐s t❤❡♥ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ✐ts ✜❧t❡r✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐t tr❛♥s♠✐ts t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✻ µm✮ t♦✇❛r❞ t❤❡
✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝ts t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t♦ t❤❡ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆rr❛②s ♦❢
❡❛❝❤ ❝❛♠❡r❛ ❞❡t❡❝t♦rs r❡♠❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛♥② ❞✐st♦rt✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✜❡❧❞s✳
✷✳ P✐①❡❧ t♦ ♣✐①❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✿ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ❞❡t❡❝t♦r ♦❢ ❛ ❋P❆ ❝❛♠❡r❛ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✱
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ♥❡✐❣❜♦✉rs ✐♥ ❛ ❞❡✜♥❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
✸✳ ❈♦❛t✐♥❣✿ t❤❡ ❦❡②st♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❛t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛♠❡r❛✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦❛t✐♥❣ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s♣❡❝❦❧❡
❛s♣❡❝t ❛t ❛ ✈❡r② ✜♥❡ s❝❛❧❡✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❣r❡② s❝❛❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡
❉■❈ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ■❘❚✱ t❤✐s ❝♦❛t✐♥❣ t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ❛ ❤✐❣❤ ❛♥❞
✉♥✐❢♦r♠ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❛t t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ s❝❛❧❡✱ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦❜♦❞② ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳
✹✳ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ❜♦❞②✳ ❚❤❡ ❉■❈
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡①♣r❡ss t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧② ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪ ❛r❡ ❢✉❧❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥s♦❢❛r ❛s ❜♦t❤ ✜❡❧❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ③♦♥❡✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ str❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧
❞❛t❛ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♥♦t❛❜❧② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✉♥❞❡r❧✐♥❡s
t❤❛t t❤❡ ✧♠❡❛s✉r❡❞✧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢✿ ✭✶✮ ❛ ✜①❡ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ♣❛r❛s✐t❡
s✐❣♥❛❧✱ ✭✷✮ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛s✐t❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✭✸✮ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ♥♦✐s❡✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♥♦✐s❡ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐①❡❧ t♦ ♣✐①❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❇❧❛❝❦❇♦❞② ❬❇❡rt❤❡❧ ✷✵✵✼❛❪✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪ ❛r❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳
• ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✿ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❤❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ♣✐①❡❧ t♦ ♣✐①❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②
s❤❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦❜♦❞② ✐s ✶✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ✉s❡❞ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ✇❛s ❛ ❙❘✽✵✵
♦❢ ❈■ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ 0.01
◦
C ♦♥ ❬✵ ✶✷✺❪
◦
C t❤❡r♠❛❧ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡♠✐ss✐✈✐t②✿ ✵✳✾✼±✵✳✵✶✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❇❧❛❝❦❇♦❞② ❡♠✐ss✐✈✐t② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❡r♠ (1− ε)Φenv ✇✐t❤ Φenv t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✢✉①
✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✮ ❛♥❞ ✐ts ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❛❧s♦ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜② t✐❧t✐♥❣ t❤❡ ❇❧❛❝❦❇♦❞②
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ■❘ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❜② ❜❧✉rr✐♥❣ ✐ts r❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❣❛♣ ❢r♦♠ ■❘ ❝❛♠❡r❛ ❢♦❝❛❧ ❞❡♣t❤✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐ts r❡❛❧ ♠❡❛♥ ❡♠✐ss✐✈✐t②✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛♥② r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ s♠♦♦t❤✐♥❣
❛♥② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r
❤❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐ts ♠❡❛♥ ❡♠✐ss✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✉♥❞❡r❧✐♥❡s✱ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t✐♥❣
❡♠✐ss✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ✈❛❧✉❡s r❡♠❛✐♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ ✵✳✾✷✼±✵✳✵✵✾✱
❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐ts s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♥
✐♥❞✐r❡❝t ❡♠✐ss✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇❡rt❤❡❧ ✷✵✵✼❛❪ ♦r ❬P♦♥❝❡❧❡t ✷✵✵✼❪✳
• ✜①❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ♣❛r❛s✐t❡ s✐❣♥❛❧ ✿ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤✐s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡r♠❛❧
♥♦✐s❡ t♦ r❡✢❡①✐♦♥s ❧❡❛❞❡❞ ♥♦t❛❜❧② ❜② t❤❡ ❞✐❝❤r♦ï❝ ♠✐rr♦r✳ ❚❤✐s s✐❣♥❛❧ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ t❤❡♥ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ t♦ ❛ ✸✶①✸✶ ♣✐①❡❧s r♦❧❧✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② s✉❜tr❛❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ■❘
♣✐❝t✉r❡✳
• ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛s✐t❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✿ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤✐s s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡
❡♠✐ss✐✈✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦♥ ✶✵✵ ■❘ ♣✐❝t✉r❡s ♦❢
s♣❡❝✐♠❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❛t✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❛♥❞ t❤❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ■❘ ♣✐❝t✉r❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ ❛✉t❤♦r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❛❧ ❛♥② ❧♦♥❣❡r ✇✐t❤
❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❜✉t ✇✐t❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ θ✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r ❛ ✸①✸ ♣✐①❡❧s
✇✐♥❞♦✇✳
• t❡♠♣♦r❛❧ ♥♦✐s❡ ✿ t❤❡ ❛✉t❤♦r s♦❧✈❡s t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✈❡r② ✶✶ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t
♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳
❙♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✿ ✭✶✮ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❈♦rr❡❧✐Q4 ❬❍✐❧❞ ✷✵✵✽❪ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
❝♦rr❡❧✐LMT t♦ r❡♠♦✈❡ s♦♠❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✳ ✭✷✮ ❚❤❡ r❡❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ✢✉①✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐ts t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝ts t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t②
✜❡❧❞✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ❡♠✐ss✐✈✐t② ✜❡❧❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✧❧♦❝❛❧
♣❛r❛s✐t❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡✧✳ ✭✸✮ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢
■❘ s❝❡♥❡s ✐s r❡♠♦✈❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✶✳ ❡✈❡r② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✜①❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ■❘ ❝❛♠❡r❛✱ ❛r❡ ❞♦♥❡✳ ❖♥❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣✐①❡❧ t♦ ♣✐①❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ ✢✉① ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✉❧❡r✐❛♥
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ✜❡❧❞ ✐s
❡st✐♠❛t❡❞✳
✷✳ t❤❡ ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✧▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✧ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
✸✳ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ■❘ s❝❡♥❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐✈✐t②
✜❡❧❞✳
✹✳ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t✳
✷✳✸✳ ❋r♦♠ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡s ✼✾
✷✳✸ ❋r♦♠ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡s
✷✳✸✳✶ ❊✉❧❡r✐❛♥ t❤❡r♠❛❧ ♠❡tr♦❧♦❣②
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ❞✉r✐♥❣ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ♥♦t ❛ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦✿
✶✳ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✱ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛s✉r❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜✉t r❛❞✐❛t✐✈❡
✢✉① ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣r❡ss ✐t ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥✐ts ❜✉t ✐♥ ❉✐❣✐t❛❧ ▲❡✈❡❧ ✭DL✮✳
✷✳ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♦♣t✐❝❛❧ ❞✐st♦rs✐♦♥s✳
✸✳ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ■❘❋P❆ ✭■♥❢r❛r❡❞ ❋♦❝❛❧ P❧❛♥ ❆rr❛②✮ ❝❛♠❡r❛ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ♥♦✐s❡✳
✹✳ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s✉r❢❛❝❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
s♣❡❝✐♠❡♥ ❛s ❡♠✐ss✐✈✐t②✱ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✳ ✳ ✳
✺✳ ❡①t❡r♥❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ❝♦✉❧❞ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡r♠❛❧ s❝❡♥❡✳
■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡rr♦r ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❚❤✐s
♣❛rt ❢♦❝✉s ♦♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st❡♣s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
✷✳✸✳✶✳✶ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
P✐①❡❧ t♦ ♣✐①❡❧
❚❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛ ❝♦♥✈❡rts t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✢✉① ✭❡♠✐tt❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t✮ ✐♥ ❉▲ ✭❉✐❣✐t❛❧ ▲❡✈❡❧✮✳ ❚♦
❝♦♥✈❡rt ✐t ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥✐ts ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✴s❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ■❘❋P❆ ❝❛♠❡r❛✳
❆ ✧✢✉① ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✧ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■ts ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞✱
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ ❉▲ t♦ ✢✉① ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝t φ ❛t ✜①❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
t✐♠❡ IT ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❡♠✐ss✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ❡❛❝❤ ■❘❋P❆ s❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❞②♥❛♠✐❝✱
t❤✐s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡t❡❝t♦r ✭♣✐①❡❧ t♦ ♣✐①❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❬❇❡rt❤❡❧ ✷✵✵✼❛❪✮✳
❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❇❧❛❝❦❇♦❞② ✭❇❇✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❣✐✈❡♥ ✉♥✐❢♦r♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tk ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❉✐❣✐t❛❧ ▲❡✈❡❧ ✭DLki ✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✭i✮ ♦❢ ♠❛tr✐① s❡♥s♦r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛✱
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ ❡❛❝❤ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿
Φ (IT, Tk, i) =
p∑
u=1
αu
(
DLik
)u
✭✷✳✶✮
✇❤❡r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αu ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ✸✳✸✮✱ p ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❧❛✇✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ s②st❡♠ ♦❢ k ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❢♦r
❡✈❡r② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tk ♦❢ ❇❧❛❝❦❇♦❞② ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t
t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♦✈❡r ✶✵✵ ■❘
♣✐❝t✉r❡s✳
✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ▼❛t❧❛❜✳ P✐❝t✉r❡ ✷✳✷ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
✇❤♦❧❡ ✢✉① ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❘❋P❆ ❝❛♠❡r❛ s❡♥s♦rs✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ✭❛✮ ✼✻✽✵✵ ✢✉① ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ■❘❋P❆ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ✭❜✮ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥
r❛❞✐❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭♠❑✮
❚❤❡② ❝♦♥s✐st ♦❢ ✻ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛
s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✵✵✵ ❉▲ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♠✐tt❡❞ ✢✉① ❛♥❞ t❤❛t s♦♠❡
♣✐①❡❧s ❤❛✈❡ ❛ ✢❛t r❡s♣♦♥s❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉①✳ ❚❤❡s❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❖♥❝❡ ❡❛❝❤ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥ ❧❛✇✳ ■t ♣❡r♠✐ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭✐♥ mK✮✳
Φ = εσT 4 ✭✷✳✷✮
✇❤❡r❡ φ✱ ε✱ σ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ✢✉① r❛❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❇❧❛❝❦❇♦❞② ❛t ✜①❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱
t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❇❧❛❝❦❇♦❞② ✭ε❇❇ = 0.97✮ ❛♥❞ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t σ = 5.67032①10−8
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ P✐❝t✉r❡ ✷✳✷ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❇❧❛❝❦❇♦❞② ❛♥❞ t❤❡ ✧♠❡❛s✉r❡❞✧ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♦♥❡✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤
♣✐①❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ✢✉① r❛❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜❥❡❝t r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❬✹✵✺ ✲ ✹✻✺❪ W.mm−3 ❞♦♠❛✐♥ ✢✉❝t✉❛t❡s ❢r♦♠
✲✶✵ t♦ ✶✵ mK ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐♥❢❡r✐♦r t♦ ✸✵ mK✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✉❝❤ r❡s✉❧t r❡♠❛✐♥s
✈❛❧✐❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✢✉① ❞♦♠❛✐♥ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❛♥② t❡♠♣♦r❛❧ ♥♦✐s❡✳ ■t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ✢✉① ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ P✐❝t✉r❡ ✷✳✷ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s✿ t❤❡ ❜❧✉❡ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✢✉① ❞♦♠❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [25oC−27oC] ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡♠✐ss✐✈✐t② ✭εs = 0.927✮✱ t❤❡ r❡❞ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
✷✳✸✳ ❋r♦♠ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡s ✽✶
t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [25oC − 27oC] ❛ss✉♠✐♥❣ ❇❧❛❝❦❇♦❞② ❡♠✐ss✐✈✐t② ✭εBB = 0.97✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[25oC − 27oC] ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✢✉①✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇❧❛❝❦❇♦❞② ♦r s♣❡❝✐♠❡♥✱ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❡♠✐ss✐✈✐t②✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❡❝✐♠❡♥
❡♠✐ss✐✈✐t② ❜② ❛♥ ♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✢✉① ❝❛❧✐❜r❛t❛t✐♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡♠✐ss✐✈✐t② ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ✶✳ ❆♥ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛♥❣❡
♦t❤❡r✇✐s❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ♦✈❡r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✜tt✐♥❣✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [25oC−27oC] ❢♦r s♣❡❝✐♠❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐♦♥
t❡st ✺ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ❝♦❛t✐♥❣ ❡♠✐ss✐✈✐t② ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞
r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵✳✾✷ t♦ ✵✳✾✽ ✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✳
❚❡♠♣♦r❛❧ ♥♦✐s❡
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♦✈❡r ✶✵✵ ■❘ ♣✐❝t✉r❡s
♦❢ ❇❧❛❝❦❇♦❞② r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤
■❘ ♣✐❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐ts t❤❡r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❢r❡q✉❡♥❝② ✭✶✹✵❍③✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚♦
♠❛✐♥t❛✐♥ t❤✐s ♦♥❡ ✉♥❞❡r ✸✵mK ❛t ❛ ❤✐❣❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣✐①❡❧ t♦
♣✐①❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✶✵✵ ■❘ s❝❡♥❡s ❛t ❛ ✜①❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❧♦❝❛❧
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❇❧❛❝❦❇♦❞② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥ts✿ ✭✶✮
❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡❞ ❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢✉❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭✶✹✵❍③✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✭✷✮
❜❧❛❝❦ ❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✭✷✺❍③✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ✭✸✮ ✐s ✜♥❛❧❧② t❤❡
♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭✷✺❍③✮ ❛♥❞ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✸①✸ ♣✐①❡❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❧♦✇
❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❬Pr♦♥ ✷✵✵✹❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ■❘ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ♥♦t
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ■❘❋P❆ ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❘❋ ✭❙♣❧✐t ❘❡s♣♦♥s❡ ❋✉♥❝t✐♦♥✮✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬Pr♦♥ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ♣❡r♠✐ts
t♦ ❛✣r♠ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❈❊❉■P ❏❛❞❡ ■■■ ❝❛♠❡r❛✱ ❛ ③♦♥❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ✸①✸ ♣✐①❡❧ ❛t ✇♦rst ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦
❝❛♣t✉r❡ ✶✵✵% ♦❢ ❡♠✐tt❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥s✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ■❘ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ✾✵①✾✵ µm ✭✸①✸ ♣✐①❡❧s✮✳
❚❤❡♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧♦❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠
❡✛❡❝t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❇❧❛❝❦❇♦❞② ✐s ❛t ✇♦rst ✸✵ mK✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ✷✳✸✳✸✳✸✳
✺❚❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❜② t❤❡r♠♦❝♦✉♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❊rr♦r ♦♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭♠❑✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✿ ✭✶✮ ✶✹✵❍③ ❛♥❞ ❢✉❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✭✷✮ ✷✺❍③ ❛♥❞
❢✉❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✭✸✮ ✷✺❍③ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✸①✸ ♣✐①❡❧s
❚❤✐s ♣❛rt ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣✐①❡❧ t♦ ♣✐①❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
❞♦♥❡ ✐♥ ✢✉①✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❇❧❛❝❦❇♦❞②
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✶✱ ❛s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡✳ ✻th ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦
❝❛❧✐❜r❛t❡ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ■❘❋P❆ ♠❛tr✐① ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✢✉① r❛♥❣❡ ❬✹✵✺ ✲ ✹✻✺❪ W.mm−3✳
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ■❘ ✜❡❧❞ ♦✈❡r ✶✵✵ ♣✐❝t✉r❡s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❡♠♣♦r❛❧ ♥♦✐s❡ ❡✛❡❝ts✳ ❆♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ✸✵ ♠❑ ♦♥ ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ■❘
✜❡❧❞ ✇❛s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r ♥♦ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞
s✐❣♥❛❧✱ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
s✐❣♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
s✐❣♥❛❧ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✷✺❍③✱ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✾✵①✾✵µm2
✭✸①✸ ♣✐①❡❧s✮ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ✸✵mK✳
✷✳✸✳✶✳✷ ❋❧✉① ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛❧ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢r❛r❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛t ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡✱ t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② r❡✢❡❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t❡st ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ t♦t❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❞ï❝❤r♦✐❝ ♠✐rr♦r✳ ■t ✐s ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❛ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ■✳❘✳ ❝❛♠❡r❛✱ t❤✐s ✜rst ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ❊✉❧❡r✐❛♥ ✭r❡✢❡❝t✐♦♥ s♣♦ts ❞♦❡s ♥♦t ♠♦✈❡ ✇❤❡♥
t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❞❡❢♦r♠s✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✻ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t✐♥❣✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ■✳❘✳ ❝❛♠❡r❛✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
✐s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✭t❤❡ ✏❛♣♣❛r❡♥t ❡♠✐ss✐✈✐t②✑ ✜❡❧❞ ♠♦✈❡s ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠s ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✮✳ ❇♦t❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
✻♦♥❡ ❞❡❛❧s ❤❡❛r ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝r❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❝♦❛t✐♥❣
✷✳✸✳ ❋r♦♠ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡s ✽✸
r❡♠♦✈❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♠✐ss✐✈✐t② ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ❛s♣❡❝ts
❝♦✉❧❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜❡ tr❡❛t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ✭❛✮ ▼❡❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝
t❡♥s✐♦♥ t❡st ❛♥❞ ✭❜✮ ✢✉① ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ▲♦✇ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❍✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ ♦♥❡s ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♦♥❡
■♥❞❡❡❞✱ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✑❛♣♣❛r❡♥t ❡♠✐ss✐✈✐t②✑ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✜❡❧❞ ❛t t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧
s❝❛❧❡✳ ❆ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛✛❡❝ts t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ▲♦✇ ❙♣❛t✐❛❧
✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
❋r❡q✉❡♥❝② ✭▲❙❋✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✇❤❡r❡❛s ✑❛♣♣❛r❡♥t ❡♠✐ss✐✈✐t②✑ ✜❡❧❞ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✜❡❧❞ ✐♥ ❍✐❣❤
❙♣❛t✐❛❧ ❋r❡q✉❡♥❝② ✭❍❙❋✮ ❛♥❞ ✐s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ✭❜✮✮✳ ❚♦ tr❡❛t ❜♦t❤ ❛s♣❡❝ts✱ ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥
❛ ♣❡r✐♦❞ A ♦♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ✭❛✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ②❡t✱ t❤✉s ✐ts t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ✉♥✐❢♦r♠✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞✴♦r ❣❧♦❜❛❧ s♣❛t✐❛❧ ✢✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮ ❛♥❞ ✏❛♣♣❛r❡♥t
❡♠✐ss✐✈✐t②✑ ✭❝♦❛t✐♥❣✮✳ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ✭❛✮ ♣❛rt B ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳
▲❡t ✉s ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✢✉① ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ■❘❋P❆ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ✢✉① ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛
φ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✢✉① φobs ❛♥❞ t❤❡ ✢✉① r❛❞✐❛t❡❞ ❜② ❝❛♠❡r❛ ■❘❋P❆ s❡♥s♦r φcam
❝♦♦❧❡❞ ❛t Tcam = 77K✳ 

φ = φobs − φcam
φobs = φobj + φrefl
φcam = σT
4
cam
✭✷✳✸✮
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✢✉① φobs ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s✿ t❤❡ ✢✉① r❡❛❧❧② ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝t
φobj ❛♥❞ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✢✉①❡s φrefl ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❡♠✐ss✐✈✐t② ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣r❛② ❜♦❞②✱ t❤❡ ✢✉① ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡
❇♦❧t③♠❛♥ ❧❛✇ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✿
φobj = εobjσT
4
obj ✭✷✳✹✮
✇✐t❤ εobj ❛♥❞ Tobj ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❈♦♠✲
❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡✿
φ = εobjσT
4
obj︸ ︷︷ ︸
✭❍❙❋✱▲❙❋✮
+φrefl − σT 4cam︸ ︷︷ ︸
▲❙❋
✭✷✳✺✮
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t♦ ♣✉t ✐♥ ❧✐❣❤t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞✳
❆♥❛❧②③✐♥❣ ▲♦✇ ❙♣❛t✐❛❧ ❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ φ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡✿
φ|LSF = ε¯objσT¯ 4obj + φrefl − σT 4cam ✭✷✳✻✮
✇✐t❤ φ|LSF t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✢✉① ✇✐t❤♦✉t ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❍✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ ❤❡r❡ ✐❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✺✵✵µm✱ ✐✳❡✳ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵% ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✳ ❲✐t❤✐♥
t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ▲❙❋ s✐❣♥❛❧ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ε¯obj ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❡❛♥
❡♠✐ss✐✈✐t② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✭✐♥❞✐r❡❝t ❡♠✐ss✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✮✱ T¯obj ✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭t❤❡r♠♦❝♦✉♣❧❡✮ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❞✉r✐♥❣ ♣❛rt ❆ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ P✐❝t✉r❡ ✷✳✹ ✭❜✮
♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✺✳ ❍❙❋ s✐❣♥❛❧ ✢✉❝t✉❛t❡s ❢r♦♠ ✲✵✳✷
t♦ ✵✳✺ W.mm−3❀ ✐t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ♦❢ εobjσT 4obj ✐♥ ❡q✳ ✷✳✺✳ ▲❙❋ s✐❣♥❛❧ ✢✉❝t✉❛t❡s
❢r♦♠ ✶✺ t♦ ✷✺ W.mm−3❀ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ φrefl ✐♥ ❡q✳ ✷✳✺ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t s✐❣♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✷✳✸✳ ❋r♦♠ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡s ✽✺
t❡r♠ ε¯objσT¯ 4obj − σT 4cam ✐♥ ❡q✳ ✷✳✻✳ ■ts ✈❛❧✉❡ ✐s ✹✶✻✳✻ W.mm−3✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻ ❧❡❛❞s t♦✿
φrefl = φ|LSF − ε¯objσT¯ 4obj + σT 4cam ✭✷✳✼✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✼ ❛♥❞ ✷✳✺✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✏❛♣♣❛r❡♥t ❡♠✐ss✐✈✐t②✑ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥ ❛rr♦✉♥❞ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
εobj =
φ−
(
φ|LSF − ε¯objσT¯ 4obj
)
σT¯ 4obj
✭✷✳✽✮
❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦❛t✐♥❣ ✭❢♦r ❉✳■✳❈✮ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱
❡♠✐ss✐✈✐t② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✶✶✱ ❉✉♠♦✉❧✐♥ ✷✵✶✵❪✳ ❋✐rst❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
✐s ♥♦t ❛ s♦ r✉❞❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ ♥♦ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥ s✐t✉ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡♠✐ss✐✈✐t②
✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❡①✐sts ❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs tr② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐t ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥ t✇♦
❞✐st✐♥❝t s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ❬❑❛s❡♠ ✷✵✶✵❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♠♦st ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ■♥❢r❛❘❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❛❧②s❡s
❞♦❡s♥✬t t❡♥❞ t♦ ❛❝❝❡ss ❛ s✉❝❤ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✷✳✽ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡rr♦r ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐✈✐t②✳ ❚❤✐s
❡rr♦r ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ✭❛✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡rr♦r ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐✈✐t② ✭✵✳✾✷✼✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐✈✐t② ✜❡❧❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣❛r❡♥t ❡♠✐ss✐✈✐t② ✜❡❧❞✳ ✭❜✮ ❊♠✐ss✐✈✐t② ♦❢ t❤✐s
❝♦❛t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪
✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❈♦❛t✐♥❣ ✐♥ ✈✐s✐❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ③♦♦♠ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠✐❧✐♠❡tr✐❝ ❣r❛✐♥
❋✐❣✉r❡s ✷✳✺ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡rr♦r ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❜✉✐❧t ❢r♦♠
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡rr♦r ✜❡❧❞ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛
✉♥✐❢♦r♠ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❡♠✐ss✐✈✐t② ♠❛♣ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✮✳ ❖♥❡
❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐✈✐t② ❧❡❛❞s ❤❡r❡✱ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ 200mK
♦❢ t❤❡r♠❛❧ s♣❛t✐❛❧ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❝♦❛t✐♥❣ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳ ■ts
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥✉❧❧ ❜✉t ✐t st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ✷✸mK✳ ❚❤❡ ❜✉✐❧t ❡♠✐ss✐✈✐t② ♠❛♣ ♣❡r♠✐ts t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡rr♦r✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ✷✳✺ ✭❛✮ ✷nd ❝♦❧♦r❜❛r✮✱ ✐t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵✳✾✷ t♦
✵✳✾✸ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✾✷✼ ✭❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡✮ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✶①10−3✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺
✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✐♥❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪✳ ❖♥❡
❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵✳✽✼✺ t♦ ✵✳✾✸✺ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ✾①✶✵−3✳ ❆s r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✐♥❞✐r❡❝t ❡♠✐ss✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛t✐♥❣ ❡♠✐ss✐✈✐t② ✐s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡
❡rr♦r ♦♥ ✜♥❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ❤❡r❡ ❧♦❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✐t r❡♠❛✐♥s ✇✐❞❡❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❡♠✐ss✐✈✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❞❡♣❡♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✱ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥✳
❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❡♠✐ss✐✈✐t② ✜❡❧❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜✉✐❧t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❜✉✐❧t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✉♣ t♦ ✷✳✺% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✱ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶❑✳ ❚❤✉s✱
♦♥❡ ❛ss✉♠❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡♠✐ss✐✈✐t② ♠❛♣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✳
✷✳✸✳ ❋r♦♠ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡s ✽✼
❚❤✐s ♣❛rt ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ✇❛② t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✢✉① r❛❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ■t
❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞✱ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s❡❞ ✜rst❧②✱ ✐♥ ❛ ▲♦✇ ❙♣❛t✐❛❧ ❋r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❆s t❤✐s
s✐❣♥❛❧ ✐s ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ■❘ ❝❛♠❡r❛✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐r❡❝t❧② r❡♠♦✈❡❞✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❍✐❣❤ ❙♣❛t✐❛❧ ❋r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
❡♠✐ss✐✈✐t② ❡✛❡❝t✳ ❆♥ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♠❛♣ ❤❛s t❤❡♥ ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐♥❞✐✲
r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜✉✐❧t
❡♠✐ss✐✈✐t② ♠❛♣ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
✐t ♣❡r♠✐ts ❧♦❝❛❧❧② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② r❡❞✉❝❡s ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❆s t❤✐s s✐❣♥❛❧ ✐s
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ■❘ ❝❛♠❡r❛✱ ✐t ♥❡❡❞s ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ♣❛t❤s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■t ✇✐❧❧
❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❢✉rt❤❡r s❡❝t✐♦♥✳
✷✳✸✳✷ ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥
❑✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❤❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✈✐s✐❜❧❡ ♣✐❝t✉r❡s t❛❦❡♥ ❜② ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛✱ ❛♥❞ t❤❛♥❦s t♦ ❉✐❣✐t❛❧
■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ❈♦rr❡❧✐Q4 ❬❍✐❧❞ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❉■❈ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❇♦❞❡❧♦t✬s
✇♦r❦s ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪ ✇❛s ❥✉st✐✜❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✜❡❧❞✱ ❝❧❡❛r❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋✐♥✐t❡
❊❧❡♠❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧✴❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐❛❧♦❣ s✐♥❝❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥
❢♦❧❧♦✇ s✐♠✐❧❛r ❧♦❝❛❧ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖t❤❡r ❉■❈ s♦❢t✇❛r❡s ❡①✐st ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡✿ ■❝❛s♦❢t ❬▼❣✉✐❧✲❚♦✉❝❤❛❧ ✶✾✾✼❪✱ ✼❉ ❬❱❛❝❤❡r ✷✵✵✸❪✱ ●r❛♥✉ ❬❇r✐❧❧❛✉❞ ✷✵✵✷❪
✳ ✳ ✳ ❜✉t ❡✈❡r② s♦❢t✇❛r❡ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐♠✐ts ❬❇♦r♥❡rt ✷✵✵✾❪✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❡✈❡r② s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣✐❝t✉r❡s ♦❢ ❛ s❛♠❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛r❡❛ ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡
❧♦❛❞✐♥❣✿ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♦♥❡✳ ■t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
xi − x0 = u0(A) ✭✷✳✾✮
yi − y0 = v0(A) ✭✷✳✶✵✮
✇❤❡r❡ ❆✭xi✱ yi✮ ❛r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣♦✐♥t ❆ ✐♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❆✭x0✱ y0✮ ❛r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢
♣♦✐♥t ❆ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ U i0✭u
i
0(A)✱ v
i
0(A)✮ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ ❛
♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ❆ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ s♣❡❝✐♠❡♥ ♠✉st ❡①❤✐❜✐ts ❛ s✉✣✲
❝✐❡♥t s♣❡❝❦❧❡❞ t❡①t✉r❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❣r❛② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s s♣❡❝❦❧❡ ❛s♣❡❝t ❝♦✉❧❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①✐sts ♦♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧
♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❊❧ ❇❛rt❛❧✐ ✷✵✵✾❪✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ ✭s❡❡
♣✐❝t✉r❡ ✷✳✻✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ❢r♦♠ ✭❛✮ t♦ ✭❞✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ✐ts ❝♦❛t✐♥❣✱
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs U i0✭u
i
0✱ v
i
0✮ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ u
i
0 ❛♥❞
vi0 ♦♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ✭❛✮ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❝♦❛t✐♥❣ ✭❜✮ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs
U i0✭u
i
0✱ v
i
0✮ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♣✐❝t✉r❡✱ ✭❝✮ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ u
i
0 ❛♥❞ ✭❞✮ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦♥❡
vi0 ✭✐♥ ♣✐①❡❧s✮
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✱ ✇❡ ♦♥❧② r❡❝❛❧❧ ❤❡r❡
♠❛✐♥s r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✷✳✸✳ ❋r♦♠ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡s ✽✾
• ❈♦rr❡❧✐Q4 ❛ss✉♠❡s ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✇✐t❤✐♥ ✹ ♥♦❞❡s sq✉❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡
❝❛❧❧❡❞ Q4P1✱ ✐✳❡✳ ✹ ♥♦❞❡s ❡❧❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ✶st ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
• ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✱ ✶✻①✶✻ s✉❜s❡t ✇✐♥❞♦✇s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❩❖■✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✶✵✹①✶✵✹µm2 s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✻✳✺①✻✳✺µm2 ♣❡r ♣✐①❡❧✳
• t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛
❣✐✈❡♥ ❉■❈ s♦❢t✇❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts✿ ✭✶✮ t❤❡ ❝♦❛t✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ✐ts
r❛♥❞♦♠ ❛s♣❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡② ❧❡✈❡❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ✐t ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ❩❖■ s✐③❡✳
❍✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ❩❖■ s✐③❡ ❣r❡❛t❡r ✐s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❜✉t s♠❛❧❧❡r ✐s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❩❖■ s✐③❡ ❛♥❞
❝♦❛t✐♥❣✱ ❛❧r❡❛❞② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❈♦rr❡❧✐Q4 ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❩❖■ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡
❝♦❛t✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛
✵✳✺ ♣✐①❡❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦✈❡r ❡❛❝❤
❩❖■✱ ✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✶✻①✶✻ ♣✐①❡❧s✱ ✻✳✷✹①✶✵−4 ♣✐①❡❧s ♦r ✹✳✶①✶✵−3 µm✳ ❋✐❣✉r❡
✷✳✽ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❡❛♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❡❛❝❤
❩❖■✱ ❛❧s♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❩❖■ s✐③❡✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✶✻①✶✻ ♣✐①❡❧s ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✺✳✼✷①✶✵−3 ♣✐①❡❧s ♦r ✹①✶✵−2 µm✳
✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ✭❛✮ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❩❖■ s✐③❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❩❖■ s✐③❡ ✭❜♦t❤ ✐♥ ♣✐①❡❧✮
✷✳✸✳✸ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❡tr♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②
❘❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♠❛♣ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
✜❡❧❞s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t♦ r❡❧② t❤❡r♠❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡♥ t♦ ♠♦✈❡ ❜❛❝❦ r❛❞✐❛t✐✈❡
✢✉① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ③♦♥❡✳ ■t ✐s r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❉■❈ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ♣✐❝t✉r❡s✳ ■t ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✧▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✧✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❛ t✐♠❡
❛♥❞ s♣❛❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✳
✷✳✸✳✸✳✶ ❚✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❉✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✳ ✳ ✳ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✷✳✶ s✉♠✲
♠❛r✐③❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ■❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡ ✜rst s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡ ❜②
✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ✈✐s✐❜❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ♣✐❝t✉r❡s ✷✳✾✳ ■t ♣❡r♠✐ts t♦ r♦t❛t❡✱ tr❛♥s❧❛t❡ ❛♥❞ str❡t❝❤ ✜❡❧❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥st❛♥t✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ tr✐❣ ♦✛s❡t ♦❢ ❡❛❝❤
❝❛♠❡r❛ r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✐ts ♦✇♥ ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠❡s❤ ❢♦r ❛♥②
❞❛t❛✱ ✐t ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ t❛❦❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊✳❇✳❙✳❉✳ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ■❘
❝❛♠❡r❛✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s ❛ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ■❘ ✜❡❧❞ ♦♥✿
• ❊✳❇✳❙✳❉✳ ♠❡s❤ ❢♦r s♣❛❝❡
✷✳✸✳ ❋r♦♠ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡s ✾✶
❑✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞s ■❘ ✜❡❧❞s ❊✳❇✳❙✳❉✳ ✜❡❧❞ ♣r♦✜❧♦♠❡tr②
✜❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ mm2 ✺①✺
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ µm2 ✶✵✹①✶✵✹ ✾✵①✾✵ ✷✵①✷✵ ✺①✺
❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❢r❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ✶✺ ✸✵✷ ✶ ✶
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❋✐❡❧❞ ♦❢ ✈✉❡✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝✱ ■❘✱ ❊✳❇✳❙✳❉✳ ❛♥❞ ♣r♦✲
✜❧♦♠❡tr② ✜❡❧❞s
• ■❘ ❣r✐❞ ❢♦r t✐♠❡
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❦s ♦♥ ✭❛✮ ♦♣t✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡s ✭❈❈❉ ❝❛♠❡r❛✮✱ ✭❜✮ ■❘ ♣✐❝t✉r❡ ✭■❘ ❝❛♠❡r❛✮
❛♥❞ ✭❝✮ ♦♥ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❡st ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦❢ ❝♦❛t✐♥❣
■t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ tr✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭✷❉ s♣❛❝❡✱ ✶❉ t✐♠❡✮ ♦❢ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✉♥❞❡r ▼❛t❧❛❜ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♣✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐t② ❛s t❤❡②
❛r❡ ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♦♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✳
✷✳✸✳✸✳✷ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ PIR,i ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞
❝❛♠❡r❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛t t✐♠❡ ti✱ PCCD,i ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t PCCD,0 ❛♥❞ PIR,0 ❛r❡ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ t❤❛♥❦s t♦ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❧✐♥❡❛r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥st❛♥t 0 ❛♥❞ ti✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ U i0✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ PIR,i✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✾ ❛♥❞
✷✳✶✵✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿
PIR,0 = PIR,i − U i0 ✭✷✳✶✶✮
✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✶ ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t PIR,i ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ti✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
❊✳❇✳❙✳❉✳ ✜❡❧❞s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❡st✱ ✐✳❡✳ ❡✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐s ❛❧s♦ tr❛♥s♣♦rt❡❞
❢r♦♠ ❝✉rr❡♥t t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉①✱ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❛♥❞ ❊✳❇✳❙✳❉✳
✜❡❧❞s ❛r❡ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ s❡♥s♦r
❛♥❞ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✧▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✧✮ ❡①tr❛❝t
❢r♦♠ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✶✶❪
✷✳✸✳✸✳✸ ❚✐♠❡ tr❡❛t♠❡♥t
❚❤❡ t✐♠❡ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ✜❡❧❞s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✮ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉① ✐♥
t❤❡ r♦♦♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ❚❤✉s ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣
t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞s✳ ❲✐t❤✐♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❛❧♦♥❣ ✐ts ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤✳
❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ t✐♠❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ s❡♥s❡✱ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛❢t❡r
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡✿
• ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻th ❞❡❣r❡❡ ❛t ❧❡❛st✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts q✉✐t❡ ✇❡❧❧ t❤❡
❞r♦♣ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✷✳✹✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❡✈❡r② q✉✐❝❦ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧
✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳
• ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ s❡♥s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t s✉♣♣♦s❡s t♦ ❛ss✉♠❡ ❛ ❝♦♥st✐✲
t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❛♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❜② ❉■❈✳
✷✳✸✳ ❋r♦♠ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡s ✾✸
• ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ ❤✐❣❤ t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❋♦✉r✐❡r
s♣❛❝❡✳
❆s ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✶✱ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ❝✉tt✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✷✺Hz
❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✳ ❙✉❝❤ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ P✐❝t✉r❡ ✷✳✶✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
r❛✇ ❛♥❞ s♠♦♦t❤❡❞ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ♠❛✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❘❛✇ ❛♥❞ t✐♠❡ s♠♦♦t❤❡❞ ✭❃✷✺Hz✮ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ♦❢ ♦♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r
③♦♥❡ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✸✳✹ ❆♣♣❛r❡♥t ❡♠✐ss✐✈✐t② ❝♦rr❡❝t✐♦♥
■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✷ ❛ ❧♦❝❛❧ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉① r❡s♣♦♥s❡ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥ ✉♥❧♦❛❞❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ✢✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❝♦❛t✐♥❣✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳✷✱ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ■❘ s❝❡♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡①♣r❡ss ❜♦t❤ ✜❡❧❞s ✐♥ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❡♠✐ss✐✈✐t② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ■❘ s❝❡♥❡ t♦ ✜♥❛❧❧② ❡①♣r❡ss ❢r♦♠ φobj t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥✳
Tobj =
(
φobj
σεobj
) 1
4
✭✷✳✶✷✮
✇✐t❤ εobj ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t❤❡r♠❛❧ s❝❡♥❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❞❛t❛✳
✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥✲s✐t✉ ❢✉❧❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r✲
♠❛❧ ✜❡❧❞s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ✐♥ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❛rt r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡♥s♦r ❞②♥❛♠✐❝✱ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥
♣❛rt r❡❧❛t❡❞ t♦ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❉✐❣✐t❛❧ ▲❡✈❡❧s ❛♥❞ ●r❛② ❧❡✈❡❧s ❢r❛♠❡s r❡❣✐st❡r❡❞ ❜② ■❘ ❛♥❞ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧❧② ✇✐t❤✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷ ♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲
t✐❝s ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❞❛t❛ s✉❝❤ ❛s r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✉♥❝❡rt❛♥t✐❡s✱ ✜❡❧❞s ♦❢ ✈✐❡✇✳ ✳ ✳ ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♣❛rt✳
❑✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞s ■❘ ✜❡❧❞s ❊✳❇✳❙✳❉ ✜❡❧❞s Pr♦✜❧♦♠❡tr②
♠❛tr✐① ♦❢ s❡♥s♦rs ✭♣✐①❡❧s✮ ✶✸✻✽①✶✵✷✹ ✸✷✵①✷✹✵ ✷✺✵①✷✺✵ ✶✵✵✵①✶✵✵✵
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✭µm2✮
✻✳✺①✻✳✺ ✸✵①✸✵ ✷✵①✷✵ ✺①✺
✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✭mm2✮ ✽✳✾①✻✳✼ ✾✳✻①✼✳✷ ✺✳✺①✺✳✼ ✺①✺
❢r❡q✉❡♥❝② ✭Hz✮ ✼ ✶✹✵
❅
❅
❅
❅
❅
❅
✜♥❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭µm2✮ ✶✵✹①✶✵✹ ✾✵①✾✵ ✷✵①✷✵ ✷✵①✷✵
✜♥❛❧ ❛♥❛❧②s❡❞ ③♦♥❡ ✭mm2✮ ✺①✺
✜♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭Hz✮ ✼❍③ ✷✺❍③
❅
❅
❅
❅
❅
❅
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✵✳✵✹µm ✸✵ mK
❅
❅
❅
❅
❅
❅
s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❣r✐❞ ❢♦r ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣
✷✺✵①✷✺✵ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ✸✵✷ ❢r❛♠❡s
❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t✇♦ q✉❡st✐♦♥♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✿ ✭✶✮
t❤❡ ✐♥t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① s❡♥s♦r ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞ï❝❤r♦✐❝ ♠✐rr♦r✳
❇♦t❤ r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❖♥❡ ❤❛s t♦ ❛❞♠✐t ✜rst❧②✱ t❤❛t ✐t ✐s ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢❡rts ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❈❡❞✐♣✱ ❛ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✇❡❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✸①✸ ♣✐①❡❧s r❡❣✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ♥❡❣❧❡❝t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❞ï❝❤r♦✐❝ ♠✐rr♦r t♦ ♣❡r❢♦r♠
✐♥❢r❛r❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t s♦ ✉s✉❛❧✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝✐t❡ ✐♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇♦r❦s ♦❢ ❬❇❡♥❞❛❞❛ ✷✵✵✹❪
❛♥❞ ❬❘❛♥❝ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❞ï❝❤r♦✐❝ ♠✐rr♦r ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
❡♠✐tt❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥s ❬●❛✉ss♦r❣✉❡s ✶✾✽✾❪ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞ï❝❤r♦✐❝ ♠✐rr♦r tr❛♥s♠✐ts ✻✵ t♦ ✽✵% ♦❢
■❘ r❛❞✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✷ t♦ ✻ µm ✭✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ▼✐❞✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐♥❢r❛r❡❞✮
❛♥❞ t♦t❛❧❧② r❡✢❡❝ts ♦t❤❡rs ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛t ❜❡st ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ■❘❋P❆ s❡♥s♦rs ✐♥ t❤❡
✷✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✾✺
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ❧♦❝❛t❡❞ ❛s t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐❝❤r♦✐❝ ♠✐rr♦r✳
✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ r❛✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢
❇♦❞❡❧♦t✬s ✇♦r❦s ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪
P❛rt ■■
▲♦❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❝♦✉♣❧✐♥❣s

❈❤❛♣t❡r ✸
❋✉❧❧✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝
❜❛s❡
❈♦♥t❡♥ts
✸✳✶ ❆ ♥❛t✉r❛❧ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✸✳✷ ❆ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❜❛s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✸✳✸ ▲❡❛st✲sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✸✳✹ ❋✐❡❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✸✳✹✳✶ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✸✳✹✳✷ ❚❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✸✳✺ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✸✳✺✳✶ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✸✳✺✳✷ ❚❤❡r♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✸✳✺✳✸ ❚✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✸✳✺✳✹ ■♥t❡r✲❣r❛♥✉❧❛r ♦♣❡r❛t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞
❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✜❡❧❞s ❛t ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥❞✉❝ts t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡
t❛❜❧❡ ✸✳✶✳
❍❡r❡✱ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✭str❛✐♥ ✜❡❧❞s✮ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐r❡❝t ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛ ♣♦♦r r❡s✉❧t ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ✭❜✮✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞
t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♥♦t❛❜❧② ❛s✲
s✉♠✐♥❣ ❧❛r❣❡r s♠♦♦t❤✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
str❛✐♥ ✜❡❧❞s ❢r♦♠ ❛ ♥♦✐s② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛t❛ ♦✈❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣❡♦♠❡tr② ✐s st✐❧❧ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦♣✐❝✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦✉❧❞ r❡✈❡❛❧ ♦r r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❛♠❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✢✉① q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞
s✐♥❝❡ ✢✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐♥ ♣❛rt t♦ div (grad (T ))✳ ❚❤✉s✱ ❛s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐❜❧❡ t♦
s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ♥♦✐s② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✜❡❧❞ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳
✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋✉❧❧✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❜❛s❡
❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❚✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❯♥❝❡rt❛✐♥t②
(µm) (Hz) (mK) ✲ (µm✮
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✾✵①✾✵ ✷✺ ✸✵
❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✶✵✹①✶✵✹ ✼ ✵✳✵✹
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ✭❜✮ ❙tr❛✐♥ ✭%✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ✢✉① ✭W/mm3✮ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✭❛✮
❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭µm✮ ❛♥❞ ✭❝✮ s✉r❢❛❝✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭mK✮
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦t t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ♦♥❡s✱ ✐✳❡✳ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t ❞✉❛❧ ♦♥❡s✱ ✐✳❡✳ str❛✐♥s ❛♥❞ ✢✉①❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✱✜❡❧❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✭❛✮✱
✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ♣r❡s❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✜❡❧❞s ✭✭❛✮ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✭❝✮ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦♥❡s
✸✳✶✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✶✵✶
✭✭❜✮ str❛✐♥ ✭E22✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ✢✉① ✭∆2T )✮✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t ♣r✐♠❛❧ ✜❡❧❞s ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ s♠♦♦t❤
s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t s✉r❢❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✜❡❧❞s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞
♦♥ ✜rst ♦r❞❡r ♠♦r❡ t♦ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ t❤❛♥ t♦ ❣r❛✐♥s ✐♥ ❞❡♣t❤✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ ✐♥ ♣❛rt t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ❞❡♣t❤ t❤❛♥ ♦♥ ❛ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❊❇❙❉✳ ❚❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜rst ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱
❛♥❛❧②t✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❡①❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❙❡❣❤✐r ✷✵✶✷❜❪✳
✸✳✶ ❆ ♥❛t✉r❛❧ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ✭❛✮ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ ❣❛❣❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ t❛❦❡♥ ❛❢t❡r t❡♥s✐❧❡ t❡st ✭❜✮ ♣r♦✜❧♦♠❡tr② ✭µm✮
t❛❦❡♥ ✐♥ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❉✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❞❛t❛ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✿ ✶✮
❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♥♦✐s❡ ❜② ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ❬▲♦✉❝❤❡ ✶✾✾✾❪✱ ✷✮ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω t❤❛♥❦s t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ ∂Ω ❬❆❧❧❛✐s ✶✾✾✹❪✱
✇❤❡r❡ ∂Ω ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ Ω ✐s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ ∂Ω r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ str❛✐♥
✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋✉❧❧✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❜❛s❡
♦✈❡r t❤✐s ❣r❛✐♥✱ ✸✮ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞s ♦✈❡r ❛ r❡❝t❛♥❣✉✲
❧❛r ✇✐♥❞♦✇ ❜② ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❬❇❡rt❤❡❧ ✷✵✵✼❛❪✳ ■♥ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rts ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤❛r♠❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜❡❧❞s✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❊❇❙❉ ✜❡❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❊❇❙❉ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝❡♥tr❛❧ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ✭♦r t✇✐♥✮ ❜♦✉♥❞❛r② ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✐♥tr❛ ❛♥❞ ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❣r❛✐♥ ❛♥❞ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❤✐❣❤❧②
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ✐s ❝♦♠❢♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦✜❧♦♠❡tr✐❝
❛♥❛❧②s✐s ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 20µm ♦✈❡r
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✺ ♠♠ × ✺ ♠♠ ❝❡♥tr❛❧ ❛r❡❛✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷
✭❛✮✱ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞
❣r❛✐♥ ❛♥❞ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤ str❛✐♥ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st✳ ❚❤❡♥✱ ✐t
❛♣♣❡❛rs ✉♥❥✉st✐✜❡❞ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♦✈❡r ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❉✳■✳❈✳ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ❛t t❤❡ t♦♣✮✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛t ●❇s✱ ❛s
s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❍♦✇ ♣❛ss ❢r♦♠ ❉✳■✳❈ t♦ ✜❡❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡
✸✳✷ ❆ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❜❛s✐s
❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❣r❛♥✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❜❛s✐s✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts✿ ✭✶✮ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♥❞❡r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✱ ✭✷✮ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t② ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣r♦❜❧❡♠
✸✳✷✳ ❆ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❜❛s✐s ✶✵✸
✇✐t❤ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✸✳✺
✭❜✮✱ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s❧✐♣ ❜❛♥❞s
❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s ❛ ✜rst st❡♣✱ ✐t s❡❡♠s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♦♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❡❛❝❤
❣r❛✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❜❛s✐s✱ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱
✜❣✉r❡s ✸✳✺ ♣r❡s❡♥t ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✜❡❧❞ ♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛✐♥✳ P✐❝t✉r❡s ✭✭❛✮ ❛♥❞
✭❜✮✮ ♣r❡s❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✜❡❧❞s ✭❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♦♥ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t
♦♥❡✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✜❡❧❞s ♦♥ ❛ ✜rst ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛s✐s ✭s❡❡ ✸✳✸✮✱ ✜❣✉r❡s ✸✳✺ ✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮
♣r❡s❡♥t ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✜❡❧❞s ♦♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛s✐s ❜✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t❡r♠s XY ❛♥❞
✜♥❛❧❧②✱ ✭❣✮ ❛♥❞ ✭❤✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❢✉❧❧ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛s✐s ✭s❡❡ ✸✳✸✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤
✜❡❧❞ ❝♦♥s❡r✈❡s t❤❡ ♠❡❛♥ q✉❛♥t✐t② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t t♦
♣❡r❢♦r♠ s✉❝❤ ❛ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❛r❦
t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t
✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✢✉①❡s ✐❢ t❤❡ ♦r❞❡r ✐s ✐♥❢❡r✐♦r t♦ ✷✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
Ag = (A0 A1 A2 . . . An) ✭✸✳✶✮
N =
(
1 X Y X2 Y 2 XY . . . Xn
)
✭✸✳✷✮
F =
m∑
k=1
AgkN
T
k ✭✸✳✸✮
✇✐t❤ Ag ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✱ N t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ F t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✐❞✉ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❣❛❣❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡❣r❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛s❡ ❢✉♥t✐♦♥s
✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋✉❧❧✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❜❛s❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ r❡s✐❞✉❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❛✉❣❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡s✳ ❙t❡♣ ✶✱✷✱✸ ❛♥❞ ✹ r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❛ ③❡r♦ ❞❡❣r❡❡✱ ❛ ✜rst ❞❡❣r❡❡✱ ❛ ♣❛rt✐❛❧ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❛ ❢✉❧❧ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥
♦❜s❡r✈❡ ♦♥ st❡♣ ✶ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ✶✳✶✽ µm ❛♥❞ ✷✺✳✽ mK
♦♥ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t ♣❡r ❣r❛✐♥✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭✵✳✵✹ µm ♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✸✵ mK ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❤✐❣❤❡r
✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♠❛❧❧❡r ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦✈❡r ❛ ✷♥❞ ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡♥✱ ♣✐❝t✉r❡s ✸✳✺ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣r❛✐♥✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞s
✭s❡❡ ✸✳✺ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✮ ❡①❤✐❜✐t ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t❛❜❧② s♠♦♦t❤❡r ♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt❧② ❞✉❡ t♦ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ❛ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❉✳■✳❈✳ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡❛s ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞✱ ❡❛❝❤
❞❡t❡❝t♦r ♦❢ ■❘❋P❆ s❡♥s♦r ♠❛tr✐① ❝❛♠❡r❛ ♣r♦✈✐❞❡s ✐s ♦✇♥ r❡s♣♦♥s❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
❖♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ♦❜s❡r✈❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✭✶✮ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❡①❤✐❜✐t ❛ s♠♦♦t❤ ❝✐r❝✉❧❛r
❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧ts
❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❤♦t ❜❛♥❞ ❢r♦♠ r✐❣❤t ❜♦tt♦♠ t♦ ❧❡❢t t♦♣ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛❧s♦ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ s✉❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐ts ❛❜✐❧✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❝❛s❡✱ t♦ r❡♥❞❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✱ ❛ ❢✉❧❧ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡
t❤❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✶✳ ●r❛♥✉❧❛r tr❡❛t♠❡♥t✿ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
♣♦❧②❝r②st❛❧✿ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❡♥s✉r❡ ♦♥ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋♦r ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥ts✱ t❤✐s ✐s ❝♦♠❢♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦✜❧♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✮ ❛♥❞ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤✐s
✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② s♦♠❡ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❑❛♣✐t③❛ ❡✛❡❝t ❬❑❛♣✐t③❛ ✶✾✹✶❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝ts t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥s ✜t ❛t ❜❡st t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇❛②✳
✷✳ ❇✐♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✿ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✐s t❤❡ s❧✐♣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❧✐♣ s②st❡♠✳ ❚❤❡♥✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ❛♥❞
❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ❛ ❜✐♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❜❛s❡ ❛♥❞✱ ❛s str❛✐♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✇❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻
♣r❡s❡♥ts ✐♥ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✇❛② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡
❛ ❣r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ♣❛r❛❧❧❡❧ s❧✐♣ ♠❛r❦s ♦♥ ✐ts s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✱ t❤❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r ♦♥ ✐ts s✉r❢❛❝❡✳
✸✳✷✳ ❆ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❜❛s✐s ✶✵✺
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮
✭❣✮ ✭❤✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭µm✮ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭mK✮ ✜❡❧❞ ♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛s❡s✿
✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✜❡❧❞s✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ♦r❞❡r ✶✱ ✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮ ♦r❞❡r ✷ ♣❛rt✐❛❧ ✭✇✐t❤♦✉t ❝r♦ss✐♥❣ t❡r♠s✮✱
✭❣✮ ❛♥❞ ✭❤✮ ♦r❞❡r ✷ ❢✉❧❧
✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋✉❧❧✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❜❛s❡
❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❝♦♥❞✉❝ts t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ tr✉❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜②
❛ ♣❧❛♥❡ ✇❤♦s❡ ✐s♦✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
✜❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❆s ♠s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✻✵% ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ✺ ♠♠ × ✺ ♠♠ ❝❡♥tr❛❧ ❛r❡❛ ❡①❤✐❜✐t ❛
s✐♥❣❧❡ s❧✐♣ s②st❡♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❝❡rt❛✐♥❧② ❝♦♥❞✉❝ts
t♦ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡rr♦rs ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❧✐♣ s②st❡♠s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ u(x, y) ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ❛❧❧♦✇s ❛♥
❛♥❛❧②t✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ ✐✳❡✳ ε11✱
ε22✱ ε12 ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ t❡♥s♦r w12 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✇✐t❤
F = 12
(
❣r❛❞(u) + T ❣r❛❞(u)
)
✱ ε = 12
(
F+ TF
)
❛♥❞ w = 12
(
F− TF)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❧❡❛❞s ❛❧s♦ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❞✉❝t✐♦♥✿ ✻ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣❡r ❣r❛✐♥ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t ✇❤✐❝❤
r❡♣r❡s❡♥ts ✶✷✵✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r ✜❡❧❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✻✷✺✵✵✳
✸✳ ❇✐♣❛r❛❜♦❧✐❝ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✿ ❛s ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ✢✉①❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✱
✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s
❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❆s ❡✈❡r② ❧♦❝❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛r❡ q✉✐❝❦❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❞✉❡ t♦
❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②
✉♥✐❢♦r♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ♦♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛s ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s✱ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞
❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❧✐♥❡❛r str❛✐♥ t❡♥s♦r ✇❤✐t✐♥ ❣r❛✐♥
■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ♥♦ ❞❛t❛ ✐s ❧♦st ✐♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✐s ❛❞❞✐t✐✈❡✳ ❘❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳
✸✳✸✳ ▲❡❛st✲sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞ ✶✵✼
✸✳✸ ▲❡❛st✲sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ③♦♥❡✱ ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞
✐s ✉s❡❞ ❛♥❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✮✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛s✿
EAg = min
Ag
ng∑
i=1
[F (xi, yi)− Z(xi, yi)]2
♦r
EAg = min
Ag
ng∑
i=1
[
m∑
k=1
(
AgkN
T
ik
)− Zi
]2
✭✸✳✹✮
✇✐t❤ Zi t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ q✉❛♥t✐t② ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (xi, yi)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✭Ag ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❡❝t♦r✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✈❡❝t♦r (xi, yi)✱ i r❛♥❣❡ ❢r♦♠
1 t♦ ng ✇✐t❤ ng t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣r❛✐♥ g ❛♥❞ k r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢②❀ m = 6 ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜✐♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿
∂E
∂Ag
= 0 ✭✸✳✺✮
2
ng∑
i=1
6∑
k=1
[(
AgkN
T
ik − Zi
)
Nik
]
= 0 ✭✸✳✻✮
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ✻ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ Agk ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❜❡ s♦❧✈❡❞✿
ng∑
i=1


1 xi yi x
2
i y
2
i xiyi
xi x
2
i xiyi x
3
i xiy
2
i x
2
i yi
yi yixi y
2
i yix
2
i y
3
i xiy
2
i
x2i x
3
i x
2
i yi x
4
i x
2
i y
2
i x
3
i yi
y2i y
2
i xi y
3
i y
2
i x
2
i y
4
i xiy
3
i
xiyi x
2
i yi xiy
2
i x
3
i yi xiy
3
i x
2
i y
2
i




Ag0
Ag1
Ag2
Ag3
Ag4
Ag5


=
ng∑
i=1


Zi
xiZi
yiZi
x2iZi
y2i Zi
xiyiZi


✭✸✳✼✮
❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ❜❛s❡❞✲s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t (xi, yi) ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ g✱ ♥♦t❡❞✿
Zi = A
g
0 +A
g
1xi +A
g
2yi +A
g
3x
2
i +A
g
4y
2
i +A
g
5xiyi✳
❚❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✺ ♠♠ ① ✺♠♠ ❛r❡❛ ❛♥❞
❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s❝❡♥❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡s✐❞✉❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
✸✳✹ ❋✐❡❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✜❡❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❡s✐❞✉❛❧ ♦♥❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋✉❧❧✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❜❛s❡
✸✳✹✳✶ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥❡ ✭µm✮ ❜♦t❤
❛t ✷✺✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥❡ ✭µm✮
❜♦t❤ ❛t ✷✺✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss
✸✳✹✳ ❋✐❡❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✾
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ❛♥❞ ✸✳✽ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✲
❥❡❝t❡❞ ♦♥❡ ✭❜✮ ❛t ❛ ✷✺✵ ▼P❛ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛①✐❛❧ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♦♥❡✳ ❖♥❡
❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✜❡❧❞s ❛r❡ s♠♦♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ✶✵ t✐♠❡s ❧❡ss
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇✐t❤✐♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ t❡st ✐s
❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s q✉✐t❡ ❧✐♥❡❛r❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧❡❛❞❡❞ ❜② t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭µm✮ ✭❛✮ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭U✮✱ ✭❜✮ tr❛♥s✈❡rs❡
♦♥❡ ✭V ✮ ❜♦t❤ ❛t ✷✺✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❛♥❞ ✭❝✮ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡
✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋✉❧❧✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❜❛s❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❢♦r ❛ ✷✺✵ ▼P❛ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♦♥❡✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ✭❛✮ ❛♥❞
✭❜✮ t❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
r❡s✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦✲
❧✉t❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✷µm ❛♥❞ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✺% ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ◆♦t❡ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✭❝✮ t❤❛t✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱
❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s✐❞✉❛❧
✈❛❧✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✵✳✺µm✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t s✐♠♣❧❡ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥s✱ s♦♠❡ ❤✐❣❤❡st r❡s✐❞✉❛❧ s♣♦ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤
s❧✐♣ s②st❡♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥ ✭❜✮ ♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✸✳✶✵✳ ❚❤✐s ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❣r❛✐♥ ❡①❤✐❜✐ts t✇♦ s❧✐♣ s②st❡♠s
✇✐t❤ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡❛s ❝✐r❝❧❡❞ ❜② ✇❤✐t❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✳ ■♥ t❤❡s❡s r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s❧✐♣
♠❛r❦s s❡t ✭✇❤✐t❡ ❞♦tt❡❞ ❜♦①✮ ✇❤❡r❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st✳
❚❤❡♥✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤✐s r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t♦ ❛✛❡❝t t♦ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❛♥❞ t❤✐s ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇ ❡①❝❡♣t ✐♥ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❙✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞ ✭µm✮ ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❣r❛✐♥s ❛t ✷✺✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❛♥❞ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②
✸✳✹✳ ❋✐❡❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✶
✸✳✹✳✷ ❚❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥❡ ❛t ❛ ✷✺✵ ▼P❛
♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥❡ ✭mK✮ ❜♦t❤ ❛t
✷✺✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss
❖♥❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡ ❛ s♠♦♦t❤❡❞ ✜❡❧❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✭❜✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥
t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ✶✵✵ ♠❑ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠
❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛r❡❛ t♦ t❤❡ ❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ ❜♦r❞❡rs ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② r❡✢❡❝ts ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❝❡♥t❡r ❝✐r❝❧❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❜♦r❞❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤♦t r❡❣✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝❡♥t❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♥♦t t♣ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥
❣❡♦♠❡tr②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ s♦♠❡ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧❡❛r ♦♥ s♦♠❡
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ♥♦t❛❜❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜✐❣ ❝❡♥t❡r ♦♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥t ❢✉❧❧ s❝❛❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♦✈❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❛ ✷✺✵ ▼P❛ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ✸✳✶✷ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❛❜s♦❧✉t❡ r❡s✐❞✉❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ ♦♥ ✸✳✶✷ ✭❝✮ t❤❛t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✵✵ ♠❑ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st ❛♥❞ t❤❛t ❛❜♦✉t ✼✺% ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❡①❤✐❜✐t r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s
❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✐❞✉❛❧
✈❛❧✉❡s ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ✭✷✹♠❑✮✱ ✐✳❡✳ ♥♦ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞✳ ❋✐❣✉r❡
✸✳✶✷✭❛✮ s❤♦✇s ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛rt ✐s ✐♥❢❡r✐♦r t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✭❜✮✳
✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋✉❧❧✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❜❛s❡
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭mK✮ ✭❛✮ ❢✉❧❧ ❝♦❧♦r♠❛♣ ✭U✮✱ ✭❜✮ ♦✈❡r
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥❝❡rt❛♥t② ❜♦t❤ ❛t ✷✺✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❛♥❞ ✭❜✮ ❢✉❧❧ ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡
◆♦ ❧✐♥❦ s❡❡♠s t♦ ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦t r❡s✐❞✉❛❧ s♣♦ts✳ ❚❤✐s r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞ ✐s
❝❡rt❛✐♥❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝♦❛t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✭❝❢✳ ✸✳✶✸✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♥ ❜✐♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❜❛s✐s ♣❡r ❣r❛✐♥ ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ✜❡❧❞ r❡❧❡✈❛♥❝❡
❛♥❞✱ ♦♥ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❝❡♥❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ r❡♠♦✈✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛rt✐❢❛❝ts✳
✸✳✺✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✶✶✸
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❈♦❛t✐♥❣
✸✳✺ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs
✸✳✺✳✶ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t M(xi, yi) ✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛✐♥ g ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Ag ❛t ❛ ✜①❡❞
t✐♠❡ t✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ Zi ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∂Zi
∂x
∂Zi
∂y
∂2Zi
∂x2
∂2Zi
∂y2


t
=


Ag1 + 2A
g
3xi +A
g
5yi
Ag2 + 2A
g
4yi +A
g
5xi
2Ag3
2Ag4


t
✭✸✳✽✮
❚❤♥❡✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r F ✐♥ ❡✈❡r② ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t M(xi, yi)❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥ts✿
✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋✉❧❧✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❜❛s❡

 F11 F12 F13F21 F22 F23
F31 F32 F33


t
=


∂Ui
∂x
∂Ui
∂y
∗
∂Vi
∂x
∂Vi
∂y
∗
∗ ∗ ∗


t
+ I ✭✸✳✾✮
✇✐t❤ Ui ❛♥❞ Vi t❤❡ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛t M(xi, yi) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦♥❧② ♣❡r♠✐ts t♦ ❞✐r❡❝t❧② r❡❝♦✈❡r ♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ str❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✱ F ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
F = I + ε+ ω ✭✸✳✶✵✮
✇✐t❤ u(U, V ) t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✱ ε✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❛✐♥ t❡♥s♦r ✭s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢
grad(u)✮ ❛♥❞ ω✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r r♦t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✭❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ grad(u)✮✿

 ε11 ε12 ε13ε21 ε22 ε23
ε31 ε32 ε33


t
=
1
2


2
∂Ui
∂x
∂Ui
∂y
+
∂Vi
∂x
∗
∂Vi
∂x
+
∂Ui
∂y
2
∂Vi
∂y
∗
∗ ∗ ∗


t
✭✸✳✶✶✮

 ω11 ω12 ω13ω21 ω22 ω23
ω31 ω32 ω33


t
=
1
2


0
∂Ui
∂y
− ∂Vi
∂x
∗
∂Vi
∂x
− ∂Ui
∂y
0 ∗
∗ ∗ 0


t
✭✸✳✶✷✮
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
ε22✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭❛✮ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ❜②
❛♥❛❧②t✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳
✸✳✺✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✶✶✺
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭❛✮ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛♥❛❧②t✐❝
♦♥❡ ✭%✮ ❜♦t❤ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✭✷✼✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✮
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ❛♥② ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡
✜❣✉r❡ ✸✳✶✹✭❛✮✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✭✷✳✺% ❛t t❤✐s t✐♠❡✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✿ ✶✳✶✺% ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ✶✳✾% ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❜② ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♠♦♦t❤❡❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥❛❧②t✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡
❛♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤❡r❡❛s ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❡❛❝❤
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✐ts ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦ ✐ts ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥♦t❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ❜♦t❤ ✜❡❧❞s ✭✇❤✐t❡ ❜♦①❡❞ ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✮✳
✸✳✺✳✷ ❚❤❡r♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs
❚❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ❞❡♥s✐t② ✈❡❝t♦r J iQ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t ❛ ♣♦✐♥t M(xi, yi, zi) ❛♥❞ ❝r♦ss✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ S ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r✬s ❧❛✇ ❛s✿
J iQ = −k.grad (T ) ✭✸✳✶✸✮
✇✐t❤ T t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ k t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ W.m−1.K−1✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦✇ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❝✉❜✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝r♦ss❡❞ ✐♥ ✐ts t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (x,y, z) ❜② t❤❡
✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋✉❧❧✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❜❛s❡
❤❡❛t ✢✉① ❞❡♥s✐t② ✈❡❝t♦r J iQ = (J
i
Qx
, J iQy, J
i
Qz
)✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ❝r♦ss✐♥❣ t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t❛r②
✈♦❧✉♠❡ ✐s✿
Φexi =
(
∂J iQx
∂x
+
∂J iQy
∂y
+
∂J iQz
∂z
)
✭✸✳✶✹✮
= div (−k.grad (T )) ✭✸✳✶✺✮
❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡s ✐s✿
Φexi = −k∆T ✭✸✳✶✻✮
■ts ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❢♦r♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
Φexi |t = −k
(
∂2Ti
∂x2
∣∣∣∣
t
+
∂2Ti
∂y2
∣∣∣∣
t
)
✭✸✳✶✼✮
= −2k (Ag3 +Ag4)|t ✭✸✳✶✽✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭❛✮
❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✉❝ts t♦ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s ♣❡r ❣r❛✐♥✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭❛✮ ∆2T ✜❡❧❞ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛♥❛❧②t✐❝
♦♥❡ ✭%✮ ❜♦t❤ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✭✷✼✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✮
◆♦ ❧✐♥❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✳✶✺ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✜❣✉r❡ ✸✳✶✺ ✭❛✮ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✜❡❧❞s✿ t❤❡ ✷nd ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✸✳✶✶
✸✳✺✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✶✶✼
✭❜✮ ❛♥❞ t❤❡ ✷nd ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✐s② s♣❡❝❦❧❡ ✜❡❧❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✸✳✶✷ ✭❜✮ ✇❤♦s❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s
✶✵✵ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳
◆♦t❡ ✭✶✮ t❤❛t ✜❣✉r❡ ✸✳✶✺✭❜✮ ❡①❤✐❜✐ts ✈❡r② ❤✐❣❤ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❣r❛✐♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢
t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ✭❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❛t ♥♦ ❧✐♥❦ ❤❛s
❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥ s❤❛♣❡ ♦r ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②
t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t✱ ✐♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳
✸✳✺✳✸ ❚✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
❆s ♣r❡❝✐s❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♥♦ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ s❡t✳ ❍❡r❡✱ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡
❜❡t✇❡❡♥ ✐♥st❛♥ts tn−1 ❛♥❞ tn✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❤❡❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✢✉① ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t✐♠❡ t t❛❦❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
Φpri |t = ρC
∂T
∂t
∣∣∣∣
t
✭✸✳✶✾✮
= ρC
Ti|tn − Ti|tn−1
tn − tn−1
= ρC
[
n
∆
n−1
A
g
0
]
+
[
n
∆
n−1
A
g
1
]
xi+
[
n
∆
n−1
A
g
2
]
yi+
[
n
∆
n−1
A
g
3
]
x2i+
[
n
∆
n−1
A
g
4
]
y2i +
[
n
∆
n−1
A
g
5
]
xiyi
tn−tn−1
✭✸✳✷✵✮
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❤❡❛t ✢✉① ❛t ♣♦✐♥t M(xi, yi, zi) ❛♥❞ t✐♠❡ t ✐s✿
Φi|t = Φpri |t + Φexi |t ✭✸✳✷✶✮
✸✳✺✳✹ ■♥t❡r✲❣r❛♥✉❧❛r ♦♣❡r❛t♦rs
❆s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛s✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣r❛✐♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r ❣❛♣ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❧♦✇✿
✶✳ ❉❡r✐✈❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✭❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❖♥ s✉❝❤
❛♥❛❧②t✐❝ ✜❡❧❞s ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ♦♥❡ ❡①❡♣t ❢♦r
t❤❡ ♣✐①❡❧ ✇❤❡r❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛✐♥✳
✷✳ ❉❡r✐✈❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✱ ♦♥❧② ✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳
✸✳ ❙✉❜str❛❝t✐♥❣ ❜♦t❤ ✜❡❧❞s ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✜❡❧❞s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦s ✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ r❡✈❡❛❧s
t❤❡ ❣❛♣ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ❝♦♥t♦✉r✳
❙♦ ❜② t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❡st✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣❛♣
❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✭❛✮ ✧■♥t❡r✲❣r❛♥✉❧❛r✧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣❛♣
✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋✉❧❧✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❜❛s❡
✭∆Uinter✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✭❛✮ ✧■♥t❡r✲❣r❛♥✉❧❛r✧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣❛♣ ✭∆Tinter✮ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st
❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ✭❛✮ ✧■♥t❡r✲❣r❛♥✉❧❛r✧ ❣❛♣ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭µm✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❣❛♣ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭mK✮ ❜♦t❤ ❛t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✭✷✼✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❛❢t❡r t❡st✳
✸✳✺✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✶✶✾
❋✐❡❧❞s ✉♥❞❡r❧✐♥❡ s♦♠❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❋♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✱ ✐t r❡✈❡❛❧s
❣r❛✐♥s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤❡r❡ ❛ ❣❛♣ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①✐st ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐s ❣❛♣✳ ■t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵
✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥ t♦ ✺ µm ✐♥ ✇❤✐t❡ ❜♦①❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❋♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞✱ ✐t r❡✈❡❛❧s ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤❡r❡
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❣r❛✐♥ t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉r ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤❡❛t
tr❛♥s❢❡rt t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✺✵ ♠❑✳ ❖❜✈✐s♦✉❧② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✈❡r② ❧♦✇ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜❧② ❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♥② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ❝❛r❡❢✉❧❧②✳
◆❡✈❡rt❤❧❡ss ♥♦t✐❝❡ t❤❛t s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ✭✇❤✐t❡ ❜♦①❡❞ ♦♥❡s✮ r❡✈❡❛❧ ❛♥ ❛♣♣❡❛r❛♥t❡ ❣♦♦❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡✱ ❣❛♣ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❉✳■✳❈✳ ♠❡t❤♦❞ t❤❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❣❛♣ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② t❤❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳
✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋✉❧❧✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❜❛s❡
✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇❛② ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✇✐t❤✐♥ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s❡s t❤❛t
✐t ✐s ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
s♠♦♦t❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ♣r❛t✐❝❛❧ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦✉❧❞
❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡❞ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝ ✐s ❜❛s✐❝✱ ✐✳❡✳ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s♥✬t
r❡q✉✐r❡❞ ♠❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦r ❝♦♠♣❧❡① ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠ t♦ ✜t ✐t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s
str♦♥❣ ❝♦♥✈✐❝t✐♦♥✱ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢
♣♦❧②❝r②st❛❧s✿ t❤❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡✳
❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ❜✐♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❜❛s❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❡r ❣r❛✐♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧❧ ❢♦r
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ r❡s✐❞✉ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥❡✳
❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✺% ❛♥❞ ✼✺% ♦❢ ✜❡❧❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❡①❤✐❜✐t ❛ r❡s✐❞✉ ✇❤✐❝❤
✐s ❧♦✇❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❛❧♠♦st t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❤②s✐❝ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ■t
❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ r❡s✐❞✉ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡①✐sts ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✧❢r❡❡❞♦♠✧ ❞♦❡s♥✬t ❛✛❡❝t t❤❡ ✜❡❧❞ r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ■t r❡✈❡❛❧s
♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
◆❡①t✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡r♠❛❧ r❡s✐❞✉ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐ts
❛ s♣❡❝❦❧❡ ❛s♣❡❝t ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❛t t❤✐s r❡s✐❞✉ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ r❡s✐❞✉❛❧ ✉♥r❡♠♦✈❡❞ ❝♦❛t✐♥❣
❡✛❡❝t ✐♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s✐❞✉ ❡①❤✐❜✐ts s♦♠❡ s♣♦ts
✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥s✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ■t s❡❡♠s t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♥♦
❝♦♥❝r❡t❡ ❧✐♥❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛st✐❝✐t② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ r❡s✐❞✉ ❢r♦♠ ❜✐♣❛r❛❜♦❧✐❝
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦✲
❥❡❝t❡❞ ✜❡❧❞ ❛s r❡❣❛r❞ ♦❢ ✐ts ♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✜❡❧❞s✳ ■♥ ❛
s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢♦r♠s ♦❢ s♠❛❧❧ str❛✐♥✱ s♠❛❧❧ r♦t❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❧❛♥❡ t❤❡r♠❛❧
❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ♦❢ s✉❝❤ ❛♥❛❧②t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ✉♥✲
❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r ❣❛♣ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦
❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛♥❛❧②s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ s✉❝❤ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✜❡❧❞s✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✱ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❝♦✉♣❧✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❧❡ ✐t ✉♥❞❡r❣♦❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦♥♦✲
t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞s ✐♥ ♦✉r ♣♦ss❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✽✳
✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✶
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠✉❧t✐✲✜❡❧❞s

❈❤❛♣t❡r ✹
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
❈♦♥t❡♥ts
✹✳✶ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✹✳✷ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
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■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ str❛t❡❣② t♦ ❞❡♥♦✐s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞s ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❞❞s t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❣r❛✐♥ ♣❛tt❡r♥✮ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡
✜❡❧❞s ✐♥t♦ t✇♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❛rts✿ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❡❧❞ ♣❡r ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦♥✲
❝r❡t❡ ❞✐❛❧♦❣✱ ❣r❛✐♥ ❜② ❣r❛✐♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❤②s✐❝ ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱
♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ s②st❡♠s✱ s❧✐♣✲❜❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✱ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ✜❡❧❞s✳
■t ✐s s♣❧✐tt❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ s❡❝t✐♦♥s✿ ✜rst❧②✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s❡❝♦♥❞❧② t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳
✜❡❧❞ ❛♥❛❧②s❡s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❣♦ ❞♦✇♥ ✐♥ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t♦ ❞✐s❝✉ss ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧
t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❛t s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❛rt ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛♥
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ✐♥✲s✐t✉ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥✲
s✐♦♥ t♦♦❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧✳
✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
✹✳✶ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ str❛✐♥ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲
s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡r♠♦✲❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ✐s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ✭❛✮ ▼❡❛♥ str❡ss✲str❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲str❛✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲
s❡❝t✐♦♥ ✭✺①✺♠♠2✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛ ③♦♦♠ ✇✐t❤✐♥ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥
❱❛❧✉❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✜❡❧❞✱ ✐✳❡✳ ✺①✺ ♠♠2✱ ❛♥❞ r❡✢❡❝t t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
✹✳✶✳ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✶✷✺
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✶✼✼✻ ❣r❛✐♥s ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲
str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡st ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✭❜✮ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❘❡♠✐♥❞ t❤❛t r❡s✉❧ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥ r❛t❡ ♦❢ 5①10−3s−1
✉♣ t♦ ✷✼✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❛♥❞ ✷✳✺% ♦❢ t♦t❛❧ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪✳ ❆❧s♦ r❡♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ✼❍③✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐s t❤❛t ♦♥❧② ✸ ❞❛t❛♣♦✐♥ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷✵✵ ▼P❛ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✭❜✮✮✳ ■t ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❤❛r❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ♦♥❧② ❢r♦♠
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳
❆s r❡❣❛r❞s ♦❢ ♣✐❝t✉r❡ ✹✳✶ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s❡❡♠s t♦ ❞❡❢♦r♠ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣ ✉♣ t♦
♣♦✐♥t B✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❧✐♥❡ A✲L ✐♥ ✜❣✉r❡
✹✳✶ ✭❛✮✳ ❚❤❡♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ B ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ②✐❡❧❞ str❡ss ❛t 0.2%✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✷✷✸ ▼P❛✱ ❧♦❝❛❧
♣❧❛st✐❝✐t② ❡①t❡♥❞s ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✉♣ t♦ D✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥♦t❤❡r ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢r♦♠ C t♦ D ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♣❧❛st✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ r❡❧❛t✐✈❡ t❤❡r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ θ = T − T0 ✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ T0
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡✱ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❖♥❡ ♥♦t❡s ❛ ❞r♦♣ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts A
❛♥❞ B′✱ ❜♦t❤ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts B′ ❛♥❞
D✳ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ t♦ ❛ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞
st❡♣✱ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❧❛st✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ♠❛♥② ②❡❛rs ❛❣♦ ❬◗✉✐♥♥❡② ✶✾✸✼❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝✉r✈❡ ♦❝❝✉rs ❛t ♣♦✐♥t B✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t B′ ❜✉t t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ str❛✐♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
♦❢ ❡❛r❧② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❡❛r❧✐❡r ❛t B✳ ❚❤✉s t❤✐s ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t❤❡r♠❛❧❧② t♦ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■t ❛❧❧♦✇s ♥♦t❛❜❧② t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦ss ♦❢
❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ♠✉st ♦❝❝✉r ❛t ♣♦✐♥t B✳
■♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦✐♥t✱ ♣✐❝t✉r❡ ✹✳✶ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤✐♥
t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥✿
• t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✭❜❧✉❡ ♦♥❡✱ ❢r♦♠ A t♦ B′✮✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥
❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ str❡ss✱ str❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r② ❝❧❛ss✐❝❛❧❧②
❛❝❝❡♣t❡❞ ❛s ❜❛s✐❝ ✐♥ s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ ❛ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss ❜❡t✇❡❡♥
❡①t❡r♥❛❧ ✇♦r❦ ❛♥❞ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✳
• ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t② ❡①♣❡♥s✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✭♣✐♥❦ ♦♥❡✱ ❢r♦♠ B′ t♦ B✮✳ ❆ ❧♦ss ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❧✐♥❡❛r✐t②
✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❧♦ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥✳ ■t ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦♦❧✐♥❣✲r❛t❡ ♦❝❝✉rs✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ♣♦✇❡r✱ ❧✐♥❦❡❞ t♦
t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❜❡❝♦♠❡s t♦ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦♥❡ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①
❆✳✶✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤✐s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐♥❡❧❛st✐❝ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ❢♦r ❛ ❣r❡❛t
♣❛rt✱ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t②✳
• t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✭r❡❞ ♦♥❡✱ ❢r♦♠ B t♦ D✮✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ❛ ♠✐♥✐✲
♠✉♠✳ ■t ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♠✐♥❣ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡ ♦✈❡r
✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
❇♦t❤ ✜❣✉r❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✹✳✶ ✭❜✮✱ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❦✐♥❡t✐❝ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✱ ✐✳❡✳ ❝✉r✈❡ s❧♦♣❡✱ t❤❡r♠❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥
❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t✇♦ ✐♥✲
t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧r❡❛❞② ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ ❬▲❡❡ ✶✾✾✶❪✳ ❚❤❡ ✜rst
♦♥❡ ✐s ❛ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❝♦♥❝❡♣t t❤❡♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❧❡t ✉s ✜rst❧② r❡❝❛❧❧ ✇❤❛t ❛ ②✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s✳ ❋r♦♠ ❬▼✐❝❤♥♦ ✶✾✼✻❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❧❛r❣❡ r❡✈✐❡✇
♦❢ ②✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❢♦r ♠❡t❛❧s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤r❡❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧ str❡ss st❛t❡s✿
• ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ F (Σ) = Σ − Σy ≤ 0✱ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ str❡ss st❛t❡ ❜❡❢♦r❡
❛♥❡❧❛st✐❝✐t② ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ Σ ✐s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ Σy t❤❡ ②✐❡❧❞ ♦♥❡✳
• ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✢♦✇ r✉❧❡ ε˙p = λ˙∂F (Σ)
∂Σ
✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✢♦✇ t♦ t❤❡ str❡ss ♦♥❡✳
• ❛ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡✱ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♦r ✢♦✇ s✉r❢❛❝❡ ❛s ✇♦r❦ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss❡s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡
t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡s✳
❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ✭✐♥✐t✐❛❧ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡❧② ❛❞♠✐t t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧♦✇❡st ②✐❡❧❞ str❡ss ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛♠❜✐❣♦✉s ❛t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✱ s✐♥❝❡ ❝❧❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✭❛✮ s❤♦✇s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛♥❞✴♦r
❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ✉s❡✳ A ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t✱ B ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t s❡t✱ ❛❜♦✉t ✶✵
♠✐❝r♦str❛✐♥✱ C ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦✛s❡t ♦❢ ✵✳✷% str❛✐♥✱ D ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❛♥❣❡♥❝② ♦❢
str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ✇❤♦s❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♦♥❡ ✭❢♦r ✶✳✺ t✐♠❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
♠♦❞✉❧✉s✱ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❏♦❤♥s♦♥✬s ❛♣♣❛r❡♥t ❡❧❛st✐❝ ❧✐♠✐t✮✱ E ❛♥❞ F ✉s❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤✲
♦❞s ✭❚❛②❧♦r✲◗✉✐♥♥❡② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✮✳ E ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s F ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ B ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ✐✳❡✳ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❤❛r❞❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ s❡t✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣❛ss ❢r♦♠ ❛ ②✐❡❧❞ str❡ss ❝♦♥❝❡♣t t♦ ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ②✐❡❧❞
♦♥❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ s❡❡♠s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧♦ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♣♣❡❛rs ❛t ✶✵✻ ▼P❛
❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✲✶✽✵ ♠❑✱ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ✶✼✷ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❡❧❛st✐❝ s❧♦♣❡ ♦♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t ✶✵✻ ❛♥❞ ✶✼✷ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ≈ 0% ❛♥❞ ≈ 0.03% ♦❢
♣❡r♠❛♥❡♥t str❛✐♥ s❡t✳
✹✳✶✳ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✶✷✼
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ✭❛✮ ❉✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ②✐❡❧❞ ❬▼✐❝❤♥♦ ✶✾✼✻❪ ❛♥❞ ✭❜✮ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✢❛t s♣❡❝✐♠❡♥s
✭✐♥ ♠♠✮ ✉s❡❞ ✐♥ ❬▲❡❡ ✶✾✾✶❪✳
▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ✐✳❡✳ ≈ 0.03% ♦❢
♣❡r♠❛♥❡♥t str❛✐♥ s❡t✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❢♦✉♥❞ ❜② ▲❡❡ ❛♥❞ ❈❤❡♥ ✐♥
❬▲❡❡ ✶✾✾✶❪✳ ❆✉t❤♦rs ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❆❙❚▼ ❲❧✲✽ ♣❧❛t❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦❡s ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣
✇✐t❤ ❛ str❛✐♥ r❛t❡ ♦❢ 1.3①10−4s−1✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳
❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t s♣❡❝✐♠❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ s♣❡❝✐♠❡♥ s❤❛♣❡ ✭t♦❡ ✇❡❧❞✮✱ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦✉r st✉❞②✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ②✐❡❧❞ str❡ss ❛t 0.2% ✐s
✻✵✷ ▼P❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬▲❡❡ ✶✾✾✶❪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✷✷✸ ▼P❛ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❬▲❡❡ ✶✾✾✶❪ ❛♥❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦s✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❜♦t❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s 0.03% ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✭❜✮ ❛♥❞ ❬▲❡❡ ✶✾✾✶❪✮✳ ■t
✉♥❞❡r❧✐♥❡s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝
♣❡r♠❛♥❡♥t ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ s❡t✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ❬▲❡❡ ✶✾✾✶❪ ✐s ✲✹✷✵ ♠❑ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✲✶✽✵ ♠❑ ✐♥ ♦✉r
❝❛s❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲♦r❞ ❑❡❧✈✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡q✳ ✹✳✶✮ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦
❧✐♥❦✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡❧❛st✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ∆Tlim✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ②✐❡❧❞
✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
str❡ss Σy✳
∆Tlim = −αT0
ρCv
Σy = −kEεy ✭✹✳✶✮
✇❤❡r❡ εy ✐s t❤❡ str❛✐♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ Σy✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ♠✉st ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣♦♦r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ❡❧❛st✐❝ s❧♦♣❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❧♦✇✱ ♦♥❧② t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✭t❤❡ ♦r✐❣✐♥ A ❛♥❞ ♣♦✐♥t B ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✭❜✮✮✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱
❡❧❛st✐❝ s❧♦♣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ♠❛♥② ❡❧❛st✐❝ ❞❛t❛♣♦✐♥ts✳
❍❡r❡✱ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝ s❧♦♣❡ ✐s s♦♠❡✇❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s❧♦♣❡ ✭AB✮ ❛♥❞ ✭AB′✮ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✹✳✶ ✭❜✮✮✳ ▲❡t ✉s ❞✐s❝✉ss ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞s✳
• ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❧✐♥❡ s❧♦♣❡ ✭AB✮ ❛s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♦♥❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞
❢♦r 0.03% ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t str❛✐♥ s❡t✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❡❡✬s ♦♥❡s✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t
✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠✐❝r♦✲
❛♥❡❧❛st✐❝✐t②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ q✉❛♥t✐✜❡r ♦❢ ❛♥❡❧❛st✐❝✐t②
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤✉s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss✱
✐✳❡✳ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧✳
• ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❧✐♥❡ s❧♦♣❡ ✭AB′✮ ♦r ✇❤❛t❡✈❡r ♦t❤❡r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧✐♥❡ s❧♦♣❡ ❛s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♦♥❡✱
t❤❡ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t str❛✐♥ s❡t ✇❤✐❝❤ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 0
t♦ 0.03%✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛✲s❡t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▲❡❡ ✶✾✾✶❪✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✐t s❤♦✇s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✉❧❦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ❛❝❝✉r❛t❧② ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❧♦✇❡st ②✐❡❧❞ str❡ss✳
✹✳✶✳ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✶✷✾
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❢✉❧❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥
❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❆ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡r♠❛❧
❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞✳ ❚❤r❡❡ ♣❤❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✇✐t❤✐♥ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡✿ ✭✶✮ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ r❡✲
✈❡rs✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡ ▲♦r❞ ❑❡❧✈✐♥✬s ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡✲
s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞r♦♣ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡❀ ✭✷✮ ♠✐❝r♦✲❛♥❡❧❛st✐❝✐t② ❞❡✈❡❧♦♣s ❛♥❞ ❧❡❛❞s
t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✉♥t✐❧ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠❀ ✭✸✮ t❤❡ s♣❡❝✲
✐♠❡♥ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♠✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥ ♣❛rt t♦ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳
❚❤❡♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♣r♦✈✐❞❡s
❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss Σy✳ ■t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢
s♣❡❝✐♠❡♥ ❝♦♦❧✐♥❣✲r❛t❡ r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ✐♥❡❧❛st✐❝
♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❬▲❡❡ ✶✾✾✶❪ ❤❛s r❡✈❡❛❧❡❞
t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡st ♦❝❝✉rs ❢♦r
❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✸①✶✵−4✳ ❆♥ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✐♥✲s✐t✉
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇❡❞ r❡✜♥✐♥❣ t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❣♦❡s ❞♦✇♥ ✐♥ s❝❛❧❡✱ ♥♦t❛❜❧② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ str❛✐♥
❧♦❝❛❧✐③❡ ❛t ♠❡s♦s❝❛❧❡✳
✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
✹✳✷ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ✭✶✮ ❆ ❣r✐❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✮ ✐s
s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❡ ❦❡❡♣s ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
✜❡❧❞s ❡✈❡♥ ✐❢ ✐♥ ♣♦st tr❡❛t♠❡♥t ❜✐♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❡❧❞s ✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ✭✷✮ ❋✐❡❧❞s ❛r❡
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✜❡❧❞s ❛r❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
❛♥❞ ♥♦t ❊✉❧❡r✐❛♥✱ ✐✳❡✳ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ str❛✐♥s✱ ✢✉①❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ s❝❛❧❡
❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✺ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ✭✹✮ ❋✐❡❧❞s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✺①✺mm2 ❝r♦♣ ♦❢
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✐❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② ✐♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤✉s ✜❡❧❞s ♣♦✐♥t t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✳ ✭✸✮ ❋✐♥❛❧❧② ❧♦❛❞✐♥❣ ❛①✐s ✐s ✈❡rt✐❝❛❧✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞s ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s✐♥❝❡ ✜❡❧❞s
❝♦♥t❛✐♥ t♦♦ ♠❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥tr❛r②
t♦ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♦♥❡s✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①❤✐❜✐t s✐♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s t❤❡
❣❧♦❜❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✇❛②✳ ❚❤❡♥✱ ❛t
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡✱ s♦♠❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ s♦♠❡ ❣r❛✐♥s✳
✹✳✷✳✶ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s
❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✱ ♥♦t❡❞ V ✱ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❜♦tt♦♠ ❝♦r♥❡r ♣r❡❝✐s❡s ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t
❛♣♣❡❛r✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡st t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①♣❡❝t❡❞
❢♦r ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥✬s ❡✛❡❝t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ∆V ✐s ≈✸µm
❛t ✶✵✻ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ✻✵ µm ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♥♦t❡❞ e✱ ✐s ✇✐❞❡❧② ❧♦✇❡r ✭e❂✵✳✵✹µm✮✳ ■t ❛❧r❡❛❞② ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡
str❛✐♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✿
E¯11 =
∆V
L
≈ 1.2% ✭✹✳✷✮
✇❤❡r❡ E¯11 ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛✐♥✱ ▲❂✺✵✵✵ µm ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ st✉❞✐❡❞ ③♦♥❡✳
❋✐❡❧❞s ❡①❤✐❜✐t ✐♥ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❣r❛✐♥ t♦ ❣r❛✐♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛t
t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✭❛✮✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ❣r❛✐♥ t♦ ❣r❛✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② t❡♥❞s t♦
❞❡❝r❡❛s❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s st✐❧❧ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✭❡✮
❛♥❞ s❡❡♠s t♦ ♣❧❛② ❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱
✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✭❡✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s
♦❢ s②♠♠❡tr② ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❝❡♥t❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❧♦❝❛❧❧② t✇✐❝❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳
■t r❡✢❡❝ts ❛ str♦♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✲❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥✳
✹✳✷✳ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✶✸✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s V ✭❞✐r❡❝t✐♦♥ ✶✮ ✐♥ µm ❛t ✭❛✮ 106✱ ✭❜✮ 191✱ ✭❝✮ 220✱ ✭❞✮ 252
❛♥❞ ✭❡✮ 270 MPa ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss
✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
▲❡t ✉s ♣♦✐♥t ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✸ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
❛❢t❡r t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st♦♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❡①❤✐❜✐t ❛ s✐♥❣✉❧❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞ t②♣✐❝❛❧
✈❡rt✐❝❛❧ ✐s♦✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛r❡ ♥♦t ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❜✉t ❤❡r❡✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ✈❡rt✐❝❛❧❧② ✉♥✐❢♦r♠✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥✳ ■t r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
✉♥s②♠♠❡tr✐❝ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤✐s ✉♥s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t
✈❛♥✐s❤❡s ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✭❡✮✮✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ st✉❞✐❡❞
♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐♦♥ t❡st ✐s ♥♦t t♦t❛❧❧② ✉♥✐❛①✐❛❧✱ ❛t ❧❡❛st ❢r♦♠ ✭❛✮ t♦ ✭❝✮ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♠✉st
❜❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ♠✐s✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡
♦❢ ❞❡❡♣❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢✉❧❧② ♠✉❧t✐❛①✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ t❡st ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❛t
❡❛❝❤ s❝❛❧❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥
♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❛♥❞ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✿
• t❤❡ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ν✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧②
❛ss✉♠❡s✿
ε =
1 + ν
E
σ − ν
E
tr (σ) I ✭✹✳✸✮
ν = E
ε11 − ε22
σ11 − σ22 − 1 6= −
ε11
ε22
✭✹✳✹✮
❚❤✉s✱ ❛s ♦♥❧② t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✐s ❦♥♦✇♥✱ ν ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳
• t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s E✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✿
E = (ν + 1)
σ11 − σ22
ε11 − ε22 6=
σ11
ε11
✭✹✳✺✮
❯♥❞❡r ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ r❛t✐♦
σ11
ε11
❜❡❝♦♠❡s✿
σ11
ε11
= E
σ11
(1 + ν)σ11 − νtr (σ) I ✭✹✳✻✮
= E
σ11
σ11 − ν (σ22 + σ33) = kE ✭✹✳✼✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ µm ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥st❛♥ts t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s✱ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡st✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❛①✐❛❧
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st✱ ✐✳❡✳ ❛❧♠♦st ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐s♦✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✸✽✵ t♦ ✺✷✵ µm ❛t ✷✼✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss t❤✉s ∆U = 140µm✳ ❚❤❡
♠❡❛♥ ✉❧t✐♠❛t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡✿
E¯22 =
∆U
L
≈ 2.8% ✭✹✳✽✮
❆ r❡❧❛t✐✈❡ s♠❛❧❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♦♥❡✳
✹✳✷✳ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✶✸✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❆①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s U ✭❞✐r❡❝t✐♦♥ ✷✮ ✐♥ µm ❛t ✭❛✮ 106✱ ✭❜✮ 191✱ ✭❝✮ 220✱ ✭❞✮ 252 ❛♥❞
✭❡✮ 270 MPa ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss
✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t r❡❛❝❤❡s ✶ µm ❛♥❞ ✹ µm ✐♥ ♣✐❝t✉r❡s ✹✳✹ ✭❛✮ ❛♥❞
✭❜✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✷✳✺ µm ❛♥❞ ✼ µm ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✹✳✸ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳ ■t r❡✢❡❝ts ❛ ❣r❡❛t❡r
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✹✳✹ ✭❡✮✮✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣❧❛②s ❛ ♥♦♥ ♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡ r♦❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
✜❡❧❞✱ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐s♦✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♠❛t❡r✐❛❧✳
✹✳✷✳✷ ❙tr❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡r♠❛❧
✜❡❧❞s✱ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♥st❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛♥❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳
✹✳✷✳✷✳✶ ❊❧❛st✐❝✐t②✿ ❢r♦♠ E1 t♦ E2
❋✐❣✉r❡s ✹✳✺ ❢r♦♠ ✭❛✮ t♦ ✭❞✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t E22✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛✐♥ ♦♥❡ E11✱ t❤❡
s❤❡❛r str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t E12 ✭✐♥ %✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡ θ = T −T0
✭✐♥ ♠❑✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛t ✶✵✻ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥✢❡❝ts ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r
❡✈❡r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❝❧❡❛r t❤❡r♠❛❧
❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠ r✐❣❤t ✭❤♦t✮ t♦ ❧❡❢t ♣❛rt ✭❝♦❧❞❡r✮ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡s
❢r♦♠ ✲✶✶✺ t♦ ✲✶✻✵ ♠❑ ✭∆θ❂✹✺ ♠❑✮✳
◆♦ ❝❧❡❛r ❧✐♥❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ str❛✐♥✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❤❡r❡❛s str❛✐♥ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛t ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡✱
✐✳❡✳ ❣r❛✐♥ t♦ ❣r❛✐♥✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ♦✈❡r t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞
❧✐♥❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ✭❞✮✮ t❤❛♥ ❜❡❧♦✇❀ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✲✶✸✷ ♠❑ ❛♥❞ ✲✶✹✻ ♠❑ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s ❣r❛✐♥s
❧♦❝❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♦❧✐♥❣ r❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❣r❛✐♥s ❧♦❝❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡✳
❆ ✜rst ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✲
❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳ ❖✈❡r t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ✭❞✮✱ t❤❡ ♠❡❛♥
❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ✾✺ µm ✇❤❡r❡❛s ✉♥❞❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✶✹✶ µm✳ ❚❤✉s t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦❧✐♥❣ r❛t❡ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s
♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇✐t❤✐♥ ❜♦t❤ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❖✈❡r t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱
❣r❛✐♥s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞❡♥s❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
❜❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❜✐❣❣❡r✱ ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡ss ♥✉♠❡r♦✉s✳
❚❤❡♥✱ ♣✐❝t✉r❡ ✹✳✻ ♣r❡s❡♥ts str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ✶✾✶ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❖♥❡
❝♦✉❧❞ ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✿ ✭❛✮ ✭✵✳✵✾✻✱ ✵✳✷✾✮✱ ✭❜✮ ✭✲✵✳✶✶✻✱ ✵✳✷✽✮✱ ✭❝✮
✭✵✳✵✶✷✱ ✵✳✷✮ ✭✐♥ %✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡r❣♦❡s ≈ 0.1% ♦❢ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦✐♥t ♦✉t ❛
✹✳✷✳ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✶✸✺
str❛✐♥ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡
♥♦t❛❜❧② ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡❞ ♦♥ ε22 ✭s❡❡ ♣✐❝t✉r❡ ✹✳✻ ✭❛✮✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r
t❤❡ t❡st ✭s❡❡ ♣✐❝t✉r❡ ✹✳✼✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛t ✶✵✻ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✿ ✭❛✮ E22 ✭❜✮ E11 ✭❝✮ E12 ✭%✮ ❛♥❞
✭❞✮ ❚ ✭♠❑✮
❚❤❡ ❘❡❣✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② 1 ❡①❤✐❜✐ts ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❧❡❛r❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ε22 ✜❡❧❞✳ ❘❡❣✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ 2 ❡①❤✐❜✐ts ✐♥t❡♥s❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛t t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷✮✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✶✳✶✳ ❋✐♥❛❧❧② 3✱ 4✱ 5 ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t ❛♣♣❡❛r❛♥t str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡♥s❡
♣❧❛st✐❝ s❧✐♣✲♠❛r❦s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✮✳
❖♥❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s ❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✲s✐t✉ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ s✉r❢❛❝❡
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t ♠❛♥② str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ s✉r❢❛❝❡
✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
s♣❡❝✐♠❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st ❤❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✈❡r② ❡❛r❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥st❛♥t ✭✶✾✶ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✮
✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ♥♦t❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡♥s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ε11✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❣r❛✐♥s ✭✐♥t❡♥s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❛✐♥s✮ ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧
❜❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❧❛❝❦ ♠❛r❦❡❞ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✹✳✻ ✭❜✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛t ✶✾✶ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✿ ✭❛✮ E22 ✭❜✮ E11 ✭❝✮ E12 ✭%✮ ❛♥❞
✭❞✮ ❚ ✭♠❑✮
◆♦t❡✱ t❤✐s ❜❛♥❞ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ❛①✐s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥✳
✹✳✷✳ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✶✸✼
❇② ♠❡❛♥s ♦❢ P♦✐ss♦♥✬s ❡✛❡❝t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❧❛t❡r❛❧❧② ✉♥❞❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ■t ❧❡❛❞s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡
♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ ✐ts r✐❣❤t s✐❞❡✳ ■t
✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✇❤❡♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✇❡r❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦♥❡✳ ❖♥❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞s t❤❛t ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳
■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♥✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛s s❤♦✇s ♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ✲✶✻✼ ♠❑ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✲✶✾✷ t♦ ✲✶✸✼ ♠❑ ✭∆T❂✺✺♠❑✮ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✭❞✮✮✳
❖♥❡ st✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦❧❞❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤✐♥ r❡❣✐♦♥s
✇❤❡r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ✭ε11 s❡❡ ✹✳✻ ✭❜✮✮ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ❢♦❝✉s ♦♥
❜♦t❤ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡s✳ ❚❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts
❛r❡ s❧✐❣❤t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss s✉❝❤ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❜♦t❤ ❝✐r❝❧❡❞
r❡❣✐♦♥s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✭❜✮✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t str❛✐♥s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✉t ♠❛❣♥✐t✉❞❡s
❛r❡ ✇✐❞❡❧② ♦✈❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♠✐t ❛t ✵✳✷%✳ ■t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✵✳✽ t♦ ✵✳✻ %✳ ❚❤✉s ❧♦❝❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s
❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇❤❡r❡ str❛✐♥s
❛r❡ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✵✳✷% ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t
♥♦ s✉❝❤ s❧✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ε22 ✭❛①✐❛❧ str❛✐♥✮ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ❛
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ P♦✐ss♦♥✬s ❡✛❡❝t ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡
❣r❛✐♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ ❛❧r❡❛❞② t❤❛t t❤✐s s❧✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡rs✐st❡♥t
❛♥❞ ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r str❡ss ❧❡✈❡❧ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ▼✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❛❢t❡r t❡st ✇✐t❤ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s
✶✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
❙♦♠❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✧❡❧❛st✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✧ ♣❛rt ♠❛② ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✿
❙tr❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str❡ss st❛t❡s✿ ✶✵✻ ▼P❛
❛♥❞ ✶✾✶ ▼P❛✳ ❇♦t❤ st❛t❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳
❚✇♦ ♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ❋✐rst❧②✱ str❛✐♥s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ♥♦t
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡✈❡♥ ❛t s✉❝❤ ❧♦✇ str❡ss st❛t❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ str✉❝t✉r❛❧ ✭♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✮✱
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞✳ ❆t ✶✵✻ ▼P❛✱ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐✲
❡♥t ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧r❡❛❞② ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✶✳✶✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ♣♦✐♥t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡❞ ❞❡❡♣❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝❧❡❛r
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛t ✶✾✶ ▼P❛✱ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ❛①✐s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳ ■♥ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✱ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❜❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞✳ ■t r❡✢❡❝ts ❛
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛r❧② str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❛r❧② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t
✐♥✲s✐t✉ str❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t s✐♠✐❧❛r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ♦❝❝✉rr❡❞ ❢r♦♠ ✶✵✻ t♦
✶✾✶ ▼P❛✳
✹✳✷✳✷✳✷ P❧❛st✐❝✐t②✿ ❢r♦♠ P1 t♦ P2
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ♣r❡s❡♥ts ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ✭✭❛✮ ε22✱ ✭❜✮ε11✱ ✭❝✮ ε12✮ ❛♥❞ ✭❞✮ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ θ✳ ❋✐❡❧❞s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛t P1 ✐♥st❛♥t✱ ✐✳❡✳ ✷✷✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥
✉♥❞❡r❣♦❡s ❤❡r❡ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼❡❛♥ str❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ 0.25%✱ −0.17% ❛♥❞ 0.06% ❢♦r ε22✱ ε11 ❛♥❞ ε12 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❖♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ε11 ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ✭❜✮ ✐s ♥♦t❛❜❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✈❡rt✐❝❛❧
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ ✐ts ✈❡rt✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ❛①✐s✳ ❚❤✐s ❜❛♥❞ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✇❤✐t❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✳
❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
❡❧❛st✐❝✐t② ❞♦♠❛✐♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✮✱ ❜✉t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✳ ❚❤✉s
❢r♦♠ ✶✾✶ t♦ ✷✷✵ ▼P❛ t❤✐s str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳
❆s ✐t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ♥♦ s②♠❡tr✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦
❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ❛①✐s ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛✳ ■♥❞❡❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡❞✐❛♥
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✇❤❡r❡❛s
str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✳ ■t ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛✐♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✳ ■t
✐s ✵✳✶✾% ❛♥❞ ✵✳✷✾% r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❧❡❢t r❡❣✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❧② ✉♥❞❡r❣♦❡s str❛✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s
❧♦✇❡r t❤❛♥ ✵✳✷% ✭< R0.2%e ✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s str❛✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✸%✳ ❚❤✉s ✐t ✐s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t ❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❞♦♠❛✐♥ ✉♥❞❡r❣♦ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥s ✇❤❡r❡❛s ❛
❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦♥❡ st✐❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✉♥❞❡r❣♦ ❡❧❛st✐❝ ♦r ❧♦✇ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥s✳
✹✳✷✳ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✶✸✾
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛t ✷✷✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✿ ✭❛✮ E22 ✭❜✮ E11 ✭❝✮ E12 ✭%✮ ❛♥❞
✭❞✮ ❚ ✭♠❑✮
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ s❤❡❛r str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✭✭❝✮ ε12✮ ❛♥❞ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✭✭❛✮ ε22✮ ♦♥❡ st✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❤❡t✲
❡r♦❣❡♥❡✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✜❡❧❞✳ ◆♦t❡ ✐♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✭✭❛✮ ε22✮ t❤❛t s♦♠❡
❣r❛✐♥s ❛r❡ st✐❧❧ ✉♥❞❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✲✵✳✸% ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs r❡❛❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✳✶%✳ ❙✉❝❤ ❡①tr❡♠✉♠ ❛r❡
♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✇❤❡r❡❛s ❜✐❣❣❡r ♦♥❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳
✵✳✷✺%✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✭❞✮ s❤♦✇s t❤❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ✲✶✶✵ ♠❑ ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✶✼✵ t♦ ✲✼✵✳ ❚❤✉s ❛ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t
❛❜♦✉t ✶✵✵♠❑ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❢② ♠❛♥② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞
✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
ε11 ✐♥ ✭❜✮✳
• ✜rst❧②✱ ❛ q✉✐t❡ ✐♥t❡♥s❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✧❤♦t ❜❛♥❞✧ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲
s❡❝t✐♦♥✳ ■t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❧♦✇❡r str❡ss st❛t❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✮✳ ❚❤✐s ✧❤♦t ❜❛♥❞✧ ❝r♦ss ❛ s❡t
♦❢ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❣r❛✐♥s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ✭❜✮✮✳ ■t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❜❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ε11✳
• s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ r✐❣❤t t♦♣ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❛♥
t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❛❝❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ■t ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ε11✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❤❛s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢
s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛❜s♦❧✉t❡ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ❛❜♦✉t ✵✳✸% ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡❢t ♦♥❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s
❛❜s♦❧✉t❡ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ❛❜♦✉t ✵✳✷%✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡r ✇✐t❤✐♥ ❜♦t❤ ✇❤✐t❡ ❞♦tt❡❞
❝✐r❝❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✹✳✽ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞✳
❙♦♠❡ ♣♦✐♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛rt ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✿
• ❚❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❧♦✇❡r ✐♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛
✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✮✳
• ❚❤❡ ❤✐❣❤ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞
t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛①✐s ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❧❡❛r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♥♦
s✉❝❤ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ε22✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❤✐❣❤ ❛♥❞
❧♦✇ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ✭❛✮✱ ✹✳✻ ✭❛✮ ❛♥❞ ✹✳✽ ✭❛✮✮
• ❋r♦♠ ✵ t♦ ✷✷✵ ▼P❛ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❤✐❣❤❡r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✳ ❆t ✷✷✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ str❛✐♥ ✐♥ ε11 ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♦♥❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ♦♥❡ ❝❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛✐♥s ✐♥ s♠❛❧❧
❣r❛✐♥ r❡❣✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖♥❡ ♣♦✐♥ts ♦✉t
❛♥ ♦❜✈✐♦✉s t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ε11 ❛♥❞ θ✳ ❚❤✉s
t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✧❢r❡❡ r❡s♣♦♥s❡✧ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳ tr❛♥s✈❡r✲
s❛❧ str❛✐♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❤❛✈❡ ❛ ✇✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✳
◆♦t❡✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤✐s ❝❧❡❛r ✜❡❧❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ε11 ❛♥❞ θ
✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ str❛✐♥ ✜❡❧❞s✱ t❤❡r♠❛❧ ♦♥❡s ❛r❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❣r❛✐♥s ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs ❡①❤✐❜✐t ❤✐❣❤ ❧♦❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛r❧② str❛✐♥❡❞ ❣r❛✐♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥st❛♥t ♥♦t ❞✐ss✐♣❛t❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ■t ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡
❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♥♦t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳✶✳
✹✳✷✳ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✶✹✶
❚❤❡♥✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✭%✮ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✭♠❑✮ ❛t
✷✺✸ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♦♥❡ r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✉♣ t♦ t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✱ ✐✳❡✳ ❛t ✷✼✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧♦r❜❛r ✐s ❢♦r❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳
ε22 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ✭❛✮✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✳✹✺%✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✼✷% ❛♥❞ r❛♥❣❡s
❢r♦♠ ✵ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✳✺% ✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st str❛✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧②
❝❧❡❛r❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ❛♥❞ ✹✳✾ ✭❛✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥
❝✐r❝❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ❢r♦♠ A t♦ D✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦✐♥t t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r ❤✐❣❤ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ A✱
B✱ C ❛♥❞ D ✇❡r❡ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ❛t ✷✷✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ■t r❡✈❡❛❧s ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐❛❧ str❛✐♥
✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥s ❢r♦♠ ✷✷✵ ▼P❛ t♦ ✷✺✸ ▼P❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t 3% ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
♠✐❝r♦tr✉❝t✉r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✵✳✷% ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❛t t❤❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✐s st✐❧❧
✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳
ε11 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ✭❜✮✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✲✵✳✺✽%✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✾% ❛♥❞ r❛♥❣❡s ❢r♦♠
✲✷ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✵✳✺% ✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ❣r❛✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ ε22 ✜❡❧❞
❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ε11 ♦♥❡✳ ■t r❡✢❡❝ts t❤❡ ❧♦❝❛❧ P♦✐ss♦♥✬s ❡✛❡❝t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♥♦t❡s
t❤❛t t❤❡ ε11 ✜❡❧❞ t❡♥❞s t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡ ❛t ✷✷✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❜❛♥❞ ✐s ♥♦t❛❜❧② ❧❡ss ✈✐s✐❜❧❡✳
ε12 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ✭❝ ✮✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛rr♦✉♥❞ ✵ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✵✻% ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✹✺%✳ ❊①tr❡♠✉♠ ❛r❡ ✲✶ ❛♥❞ ✶ %✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✭❞✮ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐st✐♥❝t t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤✐s ❤❡❛t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❛❜♦✉t ✽✵ ♠❑
✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✜❡❧❞ s❡❡♠s t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ♠❛♥② ✈❡r② ❧♦❝❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❝✐r❝❧❡ 1 ❛♥❞ 2✳ ❚❤❡♥ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✉♣ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s s❡❡♠s t♦ ❧❡❛❞ t♦ t❤✐s ❣❧♦❜❛❧
t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ s❤❛♣❡✳ ❈✐r❝❧❡s 1✱ 2✱ 3 ❛♥❞ 4 ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✐t ✐s ♥♦t ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ■t r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧②
✷✳✺ ♠♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
s♣❡❝✐♠❡♥ ❤❡❛❞s ✭♦♥ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠✮ ❛♥❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝❡♥t❡r ✐s ✽✷✳✺ ♠♠✳
❈♦♥tr❛r② t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✇❛s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ♦♥❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ε11✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s❡❡♠s ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛①✐❛❧ str❛✐♥
✜❡❧❞ ε22✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t✇♦ ♠♦r❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s s❡❡♠ t♦ ❜❡ A ❛♥❞ B ✐♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✹✳✾ ✭❛✮✮✳ ❖♥❡ ❤❛s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ ❤✐❣❤ ❛①✐❛❧ str❛✐♥s ❧❡❛❞✐♥❣ ♥❡❝❡s✲
s❛r✐❧② t♦ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ■t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥✐t✐❛t❡s
✐♥t♦ ❛♥❞ ✐♥ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ r❡❣✐♦♥s A ❛♥❞ B ✭✐♥ ❝✐r❝❧❡ 1 ❛♥❞ 2 ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ✭❞✮✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❜②
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✳
✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛t ✷✺✸ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✿ ✭❛✮ E22 ✭❜✮ E11 ✭❝✮ E12 ✭%✮ ❛♥❞
✭❞✮ ❚ ✭♠❑✮
✹✳✸✳ ●r❛✐♥ s❝❛❧❡ ✶✹✸
✹✳✷✳✸ P❛rt✐❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤❡ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛st✐❝
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❛♥❞ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇ ❣r❛✐♥ s✐③❡ r❡✲
❣✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❣❤ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❤❛s ❜❡❡♥
♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷✷✵ ▼P❛✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞
✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❝❛s❡✱ s✉❝❤ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❧♦✇ ❣r❛✐♥ s✐③❡ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②
♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞❡♥s❡ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥✉♠❡r♦✉s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢r♦♠ ✷✷✵ ▼P❛ t♦ t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✱ ✐✳❡✳ ✷✼✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠✐❣r❛t❡s✳
❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s❡t ♦❢
❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ s❛♠♣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ ❛♥
♥♦♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛②✳ ■t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r❡❡
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛①✐❛❧ str❛✐♥
✐s ♦♥❧② ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ♦✈❡r ✷✷✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t
❢r♦♠ ✷✷✸ ▼P❛ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t ❛t ✵✳✷% ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t str❛✐♥
❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s q✉✐t❡ ❧✐♥❡❛r✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t ❢r♦♠
✵ t♦ R0.2%e t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢r❡❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱
✐✳❡✳ ✐ts tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ε11✳ ❚❤❡♥ ❢r♦♠ R0.2%e t♦ ✷✳✺% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✱ ✐✳❡✳
✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❜❡t✇❡❡♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡
t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✳
❊✈❡r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦✉t ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❡✈❡♥
❧♦✇✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ■t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✮ ❛♥❞ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✳✶✮✳ ■♥ ❛♥♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✐t ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡r♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t②
❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s
✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ st✉❞✐❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬▲♦✉❝❤❡ ✷✵✵✶❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t♦ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡s✱ ♥♦ s✉❝❤ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t②✱ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞
❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳
✹✳✸ ●r❛✐♥ s❝❛❧❡
❖♥❡ ♣r❡s❡♥ts ❤❡r❡ ❜r✐❡❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ♠✐❧✐♠❡tr✐❝ ❣r❛✐♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s♦♠❡ t✇✐♥s Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛ ❣r❛✐♥ ✇❤♦s❡ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ε12✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ❛♥❞
♣r♦✜❧♦♠❡tr②✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ε12✱ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦❣r❛✲
✶✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
♣❤② ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❈♦❧♦r❡❞ s✉❜str✉❝t✉r❡ ♦♥ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ s✉❜❣r❛✐♥s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❖♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜✲❣r❛✐♥✱ ♥♦t❡❞ A✱ ❡①❤✐❜✐ts ✷ ❦✐♥❞s ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦s✳ ❚❤❡ s②st❡♠
❛❝t✐✈❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛✐♥ A ❡①❤✐❜✐ts ✐♥t❡♥s❡ s❧✐♣✲♠❛r❦s t❤✉s ✉♥❞❡r❧✐♥❡s ❤✐❣❤ ♣❧❛st✐❝
str❛✐♥s✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ❡①❤✐❜✐ts ✈❡r② ❢❡✇ s❧✐♣✲♠❛r❦s t❤✉s ✉♥❞❡r❧✐♥❡s ❢❡✇ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳
❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❤❡❛r str❛✐♥ ✜❡❧❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t r❡❛❝❤❡s ✶% ♦♥
❧❡❢t s✐❞❡ ❛♥❞ ≈✵% ♦♥ r✐❣❤t ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❤❡❛r str❛✐♥ r❡✢❡❝ts ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❤❡❛r ❧❡❛❞❡❞ ❜② ♣❧❛st✐❝ s❧✐❞✐♥❣✳ ■t ♣♦✐♥ts t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝② ♦❢ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞s ❡✈❡♥ ❛t
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✉❜✲❣r❛✐♥s ✐s ♦❜✲
s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ♣r♦✜❧♦♠❡tr②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣✲s②st❡♠s ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲
♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ s②st❡♠s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤❡ r❡❧✐❡❢ ♣r♦♣❛❣❛t❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❙❤❡❛r str❛✐♥ E12 ✭%✮✱ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭µm✮ ♦❢ ❛ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ✐ts
s✉❜str✉❝t✉r❡
❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛♥❞
t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ s❧✐♣✲s②st❡♠s✳ ■t ❛❧s♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛✐♥s✱ r❡✈❡❛❧s t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ♠❛♥② s✉❜❣r❛✐♥s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❜❣r❛✐♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❝❧❡❛r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❡✈❡r② ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜✉t ♦♥❧② ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧s ✐t✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❛ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛t ❧❡❛st
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ tr❡❛t♠❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❛✐♥
✜❡❧❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞s r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
✹✳✸✳ ●r❛✐♥ s❝❛❧❡ ✶✹✺
P✐❝t✉r❡ ✹✳✶✶ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❣r❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s♦♠❡ t✇✐♥s✳ ❚❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛t ✷✺✸ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ ♦❢ ✭❛✮ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ε12 ✭%✮✱ ✭❜✮ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✭♠❑✮
❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤✐s ❣r❛✐♥ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣
r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✭❛✮ ❡♠♣❤❛s✐③❡s ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❛t t❤❡ s✉❜❣r❛✐♥ ♥♦t❡❞ A ❧♦❝❛❧✐③❡s ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐ts ❧❡❢t ♣❛rt ❡①❤✐❜✐ts
❛ s❤❡❛r str❛✐♥ ❝❧♦s❡ t♦ ✵%✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✭❜✮✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ❤❡❛t
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt ♦❢ ✐t✱ ✐✳❡✳ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥
s✉❜❣r❛✐♥ ♥♦t❡❞ A ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♥♦t❡❞ B✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r♣❤❛s❡ ✐s ♥♦t❡❞ I ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✭❝✮✮✳
❖♥❡ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✭❜✮ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t I t❤r♦✉❣❤
t❤❡ s✉❜❣r❛✐♥s A ❛♥❞ B✳ ❖♥❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s
♥♦t s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❜♦t❤ s✉❜❣r❛✐♥s✳ ■♥ t❤❡ s✉❜❣r❛✐♥ A✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✹✵✺ t♦ ✸✹✺ ♠❑ ❢r♦♠ t❤❡
❧❡❢t s✐❞❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ s✉❜❣r❛✐♥ B ✭s❛♠❡ ❣r❛✐♥ ❧❡♥❣t❤✮✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡s
❢r♦♠ ✹✵✺ t♦ ✸✻✺ ♠❦✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ❜♦t❤ ❣r❛✐♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛t ♣♦✐♥t I✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t
t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ s❤❡❛r str❛✐♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐♥ ❣r❛✐♥ A t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s ❣r❡❛t❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✉s ♦♥❡
♦❜s❡r✈❡s ❤❡r❡ t❤❛t✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞♦ ♥♦t ♦❝❝✉r ❛t ❡✈❡r② ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② r❡✢❡❝t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦♣❡r t♦ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❙tr❛✐♥ ✜❡❧❞ ε11 ✭%✮✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭♠❑✮ ❛t ✷✺✸ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❛♥❞ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤
❛❢t❡r t❡st
❆♥ ♦t❤❡r t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❣r❛✐♥ C✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✭❝✮ t❤✐s s✉❜❣r❛✐♥
❡①❤✐❜✐ts✱ ✇✐t❤ s✉❜❣r❛✐♥ B✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ s❧✐♣✲♠❛r❦s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❣r❛✐♥✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞
♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳
✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
❚❤✐s ❜r✐❡❢ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r str❛✐♥✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉r❢❛❝❡ ♠✐✲
❝r♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜❡❧❞s ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
✈❛❧✐❞ ❢♦r ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳
✹✳✹ P❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡
✹✳✹✳✶ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ❛❜♦✉t t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✇✐t❤✐♥ ♣♦❧②✲
❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ str❛✐♥
❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❖♥❡ ♣r♦♣♦s❡s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ✹ ❣r❛✐♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡
❧♦❝❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✳ ●r❛✐♥s ❛r❡
♣♦✐♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ❛❢t❡r t❤❡ t❡st ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷
✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
t❤❡r♠♦✲❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝✐t②✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❛❧②s❡❞ ❣r❛✐♥ ♦♥✿ ✭❛✮ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ❛❢t❡r t❤❡ t❡st ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♥❡t✇♦r❦ ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✿ ♦r❞✐♥❛r② ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✐♥ r❡❞✿ t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❙♦♠❡ ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛✿
• C1 ✲ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✿ ❣r❛✐♥s ❝♦♥t❛✐♥ ❡♥♦✉❣❤ ✶✵✵µm①✶✵✵µm r❡❣✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❣r❡❛t r❡❧❡✲
✈❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞❛t❛ ❛s r❡❣❛r❞ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✮✳
✹✳✹✳ P❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✶✹✼
• C2 ✲ ♣❧❛st✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t②♣❡s ✿ ✶ ❣r❛✐♥ ❡①❤✐❜✐ts s✐♥❣❧❡ s❧✐♣ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♦t❤❡rs ❞♦✉❜❧❡ s❧✐♣✳ ▼♦r❡
❣r❛✐♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❧✐♣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❜✐❣❣❡r
t❤❛♥ ♦t❤❡rs ✭s❡❡ C1 ❝♦♥str❛✐♥t✮✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s r❡❛❧❧② t♦ t❡st t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
❛♥❞ ❧✐♠✐ts ♦❢ str❛✐♥ ✜❡❧❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❤❛s s❡❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳✶ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❛✐♥ ✜❡❧❞s
❛r❡ ❜✐❧✐♥❡❛r✳ ❚❤✉s ✐t ❝❛♥♥♦t ❝❛♣t✉r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t✇♦ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t
♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②✳
• C3 ✲ ❣r❛✐♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿ t❤❡ ✹ ❝❤♦s❡♥ ❣r❛✐♥s ❡①❤✐❜✐t ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t✇♦ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✉s❡❞ t♦♦❧s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
♦♥❧② ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛✐♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ✹ ♦t❤❡r ❣r❛✐♥
r❡s✉❧ts ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ r❡❢❡rs t♦ ❛♣♣❡♥❞✐① ■✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳
❖♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❣r❛✐♥ ♥o✶✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ♣r❡s❡♥ts ✐ts st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ♥♦t❛❜❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❙❧✐♣❊①
r♦✉t✐♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ✐ts ❣r❛✐♥ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✵✳✶✻ ♠♠2 ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ♦✈❡r t❤❡ ♠❡❛♥ ♦♥❡ ❛♥❞ ✐t ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✶✻ ❝❡❧❧s ♦❢ ✶✵✵①✶✵✵ µm2✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❛ ❣r❡❛t ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜❡❧❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✮✳ ■t ❡①❤✐❜✐ts ✷ ❦✐♥❞ ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦s✿ s♦♠❡ ♠❛❦❡s ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢
✹✶✳✵✽o ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ C1 s❧✐♣✲s②st❡♠✳ ❋♦r t❤✐s s②st❡♠✱ t❤❡
❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ✐s ✵✳✷✾✹✳ ❘❡♠❛✐♥❞❡rs ♠❛r❦s ♠❛❦❡ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✲✶✽✳✷✾o ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ A6 s❧✐♣✲s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ✐s ✵✳✷✻✾✳
■♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡
t❤❛t t❤❡ C1 s②st❡♠ ❛❝t✐✈❛t❡s ✜rst ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ A6 ♦♥❡✳ ❘❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r② ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ tr✐❛①✐❛❧✐t② r❡♠❛✐♥s ❧♦✇✳
▼♦r❡♦✈❡r ♦♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇✳ ■t ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ✐s ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧②
♦r✐❡♥t❡❞ ❢♦r ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛♥ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t②✱ ✐✳❡✳ t❤❡
♠❡❛♥ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ♣❡r ❣r❛✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜❡❧❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐ts
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❡♥s✐t② ✐s ✹✷% ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳
s✐③❡ ✭♠♠2✮ ✵✳✶✻
✶✵✵①✶✵✵µm2 ❝❡❧❧s ✶✻
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✭%✮ ✹✷
❙❧✐♣ ♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭o✮ ✹✶✳✵✽ ✲✶✽✳✷✾
❆❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠s C1 A6
❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦rs ✵✳✷✾✹ ✵✳✷✻✾
❈r②st❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭r❛❞✮ ✸✳✼✸ ✵✳✼✸ ✸✳✶✾
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❙❧✐♣✲s②st❡♠ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❣r❛✐♥ ♥o✶
❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✸ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭µm✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❢t❡r t❡st✱ t❤❡
s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭o✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✭%✮✳
✶✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜rst ♣♦✐♥t ♦✉t ❛ ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✱ C1 s②st❡♠ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ A6 s②st❡♠ ✐s
❛❝t✐✈❛t❡❞ ♦♥ r❡❞✉❝❡❞ ❛r❡❛s ✭♦♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✮✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s②st❡♠ ❛❝ts ❛❧♦♥❡✳ ■t ✐s ✐♥ t♦t❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♥❞
✇❡❧❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❛✮✮ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ≈✷ µm ❜❡t✇❡❡♥
❜♦t❤ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❜♦r❞❡r ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❛ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✳ ❆ ♣❧❛t❡❛✉ ❛t ≈✲✺ µm ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥
C1 ❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❧❡ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ❛t ≈✲✷ µm ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ A6 ♦♥❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
❧❛❝❦ ♦❢ C1 s❧✐♣ ♠❛r❦ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❡①tr❡♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ ❛♥♦t❤❡r ❣r❛❞✐❡♥t ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡❧✐❡❢ ❢r♦♠ ✲✺ t♦ ✲✼ µm ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❛✮✮✳
❙✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣✲s②st❡♠✱ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡
t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ■t ✐s ♠♦r❡♦✈❡r q✉✐t❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜♦r❞❡r ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❣r❛✐♥
r❡❧✐❡❢ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❛✮✮ ♣❡r❢❡❝t❧② s❦✐rts t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ♥♦ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❝✮ ❛♥❞ ♣❛ss ❢r♦♠ C1 s②st❡♠ ❜♦r❞❡r t♦ A6 ♦♥❡✳
✭❛✮ ✐♥ µm ✭❜✮ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ✭❝✮ ✐♥ %
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ✭❛✮ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✭❜✮ s❧✐♣✲♠❛r❦s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✭❝✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❧✐♣✲s②st❡♠s✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st ❛❧❧♦✇s ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✳
❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❤❛s ♣r♦❜❛❜❧② ✉♥❞❡r❣♦♥❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ s②st❡♠
C1 ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ ✐ts ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ✭♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r✮✳ ❚❤❡♥✱
♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❤❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ♦♥ s②st❡♠ A6✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ A6 s②st❡♠ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞
s❧✐❣❤t❧② ♦♥ ❧❡❢t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡ ✭♥♦t ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❝❡♥t❡r✮ ❛❧❧♦✇s
✐♠❛❣✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ s❧✐♣ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s❧✐♣ ♦♥ ❧❡❢t
❛♥❞ r✐❣❤t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ A6 s②st❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✧❣❛♣✧ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲
♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ C1 ❛♥❞ A6 s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ C1 ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♥♦ s❧✐♣✲♠❛r❦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸
✭❝✮✮ ❛r❡ ❛t s❛♠❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡ A6 ♣❧❛t❡❛✉ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❧❛t❡r ❜②
t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳
✹✳✹✳ P❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✶✹✾
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❝❡♥❛r✐♦✳
❖♥❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❤❡❛r str❛✐♥✱ ε12✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛st✐❝
s❧✐♣ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ 1− 2✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥✶✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ♣r❡s❡♥ts ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❤❡❛r str❛✐♥ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ ✐♥%✮ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✭❧❡❢t
❝♦❧✉♠♥ ✐♥ ♠❑✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧✿ ✶✵✻ ✭✶st r♦✇✮✱ ✶✾✶✭✷nd r♦✇✮✱ ✷✷✵ ✭✸rd r♦✇✮ ❛♥❞ ✷✺✸ ▼P❛ ♦❢
♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✭✹th r♦✇✮✳ ❚❤✉s✱ t✇♦ ✜rst ✜❣✉r❡s r♦✇s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❧❛st ♦♥❡s ✇✐t❤✐♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ❢♦❧❧♦✇ ✐s♦✈❛❧✉❡s t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡
❣r❛❞✐❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳
▲❡t ✜rst ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳✶✳
❙tr❛✐♥ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♣❡r ❣r❛✐♥✳ ❚❤✉s s❤❡❛r str❛✐♥ ✜❡❧❞ ♣r♦✈✐❞❡s t✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ ✭✶✮ ❛ ♠❛✐♥ s❤❡❛r
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ✐s♦✈❛❧✉❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ s❧✐♣✲♠❛r❦s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s❀
✭✷✮ ❛ s❤❡❛r ✐♥t❡♥s✐t② tr❡♥❞✱ ✜tt✐♥❣ ❛t ❜❡st t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r ✐♥t❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s❧✐♣✲♠❛r❦s✳
❋✐rst❧②✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ε12 ✜❡❧❞s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✷nd ❝♦❧✉♠♥✮ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐s♦✈❛❧✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❋✐rs❧t②✱ ❢r♦♠ ✶✵✻ t♦ ✶✾✶ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❡❛r str❛✐♥ ✈❛r✐❡s
❢r♦♠ ✲✵✳✷ t♦ ✵✳✵✵✸ % ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❤❡❛r str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠ ✵✳✶✼ t♦ ✵✳✶✸ %✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✱
✐s♦✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❛ ✜①❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ≈✹✶o ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐s♦✈❛❧✉❡s ♦❢ s❤❡❛r str❛✐♥
❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛s C1 s❧✐♣ ♠❛r❦s ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ t♦
❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s♦✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❢r♦♠ ✶✵✻
t♦ ✶✾✶ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss t❤❡ ❣r❛✐♥ ✉♥❞❡r❣♦❡s s✐♥❣❧❡ s❧✐♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ C1 s❧✐♣✲s②st❡♠✳
■t ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❝❡♥❛r✐♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❝r✐t❡r✐♦♥✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❢r♦♠ ✷✷✵ t♦ ✷✺✸ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❛♥❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❡st ✭♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✮✱ t❤❡
♠❡❛♥ s❤❡❛r str❛✐♥ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✵✳✵✺ t♦ ✵✳✶ % ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❤❡❛r str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠ ✵✳✹ t♦ ✶ %✳
❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✱ ✐s♦✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❛ ✜①❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ≈✲✷✵o ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧♦❛❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐s♦✲
✈❛❧✉❡s ♦❢ s❤❡❛r str❛✐♥ ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛s A6 s❧✐♣ ♠❛r❦s ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❢r♦♠
✷✷✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♠❛✐♥❧② ✉♥❞❡r❣♦❡s s✐♥❣❧❡ s❤❡❛r ❞✉❡ t♦ t❤❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ A6 s❧✐♣✲s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s♦✈❛❧✉❡s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✈✐❛t❡
❢r♦♠ t❤❡ A6 s❧✐♣✲♠❛r❦s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ C1 ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♥♦t ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s♦✈❛❧✉❡s ✐s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
s❡❝♦♥❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❝❡♥❛r✐♦✳
❚❤✉s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t ✜rst s❧✐♣✲s②st❡♠ ✐s ❛❧r❡❛❞②
❛❝t✐✈❛t❡❞ ❢r♦♠ ✶✵✻ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❚❤❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✶ ❛♥❞ ✷✷✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ ❛ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst s❧✐♣✲s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ♥♦t❡ t❤❛t ✷✷✸ ▼P❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ R0.2%e ✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ✼❍③ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r
✷✳✶✮✱ ♥♦ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❣✐st❡r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✵✻ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✶ ❛♥❞
✷✷✵ ▼P❛✳ ❚❤✉s✱ ✶✵✻ ❛♥❞ ✷✷✵ ▼P❛ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ C1 ❛♥❞ A6 ②✐❡❧❞ str❡ss r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✶2 ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ 1 tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♦♥❡ ❛♥❞ 3 t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♦♥❡
✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❧❡❢t s✐❞❡ ✭♠❑✮✮ ❛♥❞ s❤❡❛r str❛✐♥ ε12 ✭r✐❣❤t s✐❞❡ ✭%✮✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥st❛♥ts ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✿ ✶✵✻ ✲ ✶✾✶ ✲ ✷✷✵ ✲ ✷✺✸ ▼P❛
✹✳✹✳ P❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✶✺✶
■♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦✐♥t✱ ❧❡t ✉s ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
✜rst ❛❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠ ❢r♦♠ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❛✮✱ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❡①✐st✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♦♥❡ ✐s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss r❡❧❛t❡❞ t♦ s②st❡♠ C1 ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡ ✐s
r❡❧❛t❡❞ t♦ s②st❡♠ A6✳
❋✐rst✱ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ C1 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❛✮✮ ❛t ✶✵✻
▼P❛ ✐s εC1106 ❛♥❞ t❤❛t ✶✵✻ ▼P❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ C1 ②✐❡❧❞ str❡ss✿
εC1106 = ε
e ✭✹✳✾✮
✇❤❡r❡ εe ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ t❡♥s♦r r❡❧❛t❡❞ t♦ C1 ❞♦♠❛✐♥✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ♥♦✇ ❛ ♣❧❛♥❡ str❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✸❉ ❡❧❛st✐❝ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ♥♦t❡❞ ε˜e✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✈❡r✐✜❡❞
♦♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❉❡t❛✐❧s ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❧❛♥❡ str❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✺✳✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t t❤❡ ❢♦✉rt❤ r❛♥❦ t❡♥s♦r C˜ ❜❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✭✉s✐♥❣ ❝r②st❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮✱ σ ✐s t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ Ms ✐s
t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❡♥s♦r✳ ■t ❣✐✈❡s✿
σ = C˜ : εe ✭✹✳✶✵✮
τ s = σ : Ms ✭✹✳✶✶✮
✇❤❡r❡ τ s ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ♦✈❡r t❤❡ C1 ❞♦♠❛✐♥ ❛t ✶✵✻ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ♣r❡s❡♥ts ❘❙❙ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❡❛❝❤ s❧✐♣✲s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛t C1 ②✐❡❧❞ str❡ss✱ ✐✳❡✳
✶✵✻ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t C1 s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❘❙❙ ✭✸✻ ▼P❛✮ ❛♥❞
A6 s②st❡♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✭✲✷✼ ▼P❛✮✳
A2 A3 A6 B2 B4 B5 C1 C3 C5 D1 D4 D6
6 −20 −27 18 10 −9 36 25 12 −12 −6 −6
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ▼❡❛♥ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✭RSS✮ ♦✈❡r t❤❡ C1 ❞♦♠❛✐♥ ❛t ✶✵✻ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss
▼❛♥② ❝♦♠♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✿
• ■t ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r②✳ ❋✐rst✱ ❜♦t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r s②st❡♠s ❤❛✈❡
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ C1 s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐ts ❤✐❣❤❡r ❘❙❙ t❤❛♥ A6 ✇❤✐❝❤ ✐s
✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❧❡✈❡❧s✳ ■t ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss t❡♥s♦r ✐s ✉♥❞❡r ❙❝❤♠✐❞
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ♠❛✐♥❧② ✉♥✐❛①✐❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣
❞✐r❡❝t✐♦♥✳
• ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ C1 ❞♦♠❛✐♥✱ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ C1 s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss✳
■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♦♥❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s✉r❢❛❝❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❘❙❙ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ s②st❡♠ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ A6 ♦♥❡✳
✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
• ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s♦✈❛❧✉❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t
❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡ C1 s②st❡♠ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛t ✶✵✻ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s♦✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛❧❧♦✇ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣✲s②st❡♠✳
• ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❧✐tt❡r❛t✉r❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✶✵✻ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ C1 ②✐❡❧❞ str❡ss✱
✸✻ ▼P❛ ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✹✳✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r
❙tr❡ss ✭CRSS✮✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❈❘❙❙ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♦❢ ❆■❙■ ✸✶✻▲
❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❬❋❡❛✉❣❛s ✷✵✵✾❪ t❤❡ ❛✉t❤♦r s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❈❘❙❙
✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✸✵ ▼P❛✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ♣❧❛♥❡ str❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛t ❧❡❛st ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝
❣r❛✐♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t② s❝❡♥❛r✐♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹ ♣r❡s❡♥ts✱ ✐♥ ✶st ❝♦❧✉♠♥✱ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❋r♦♠ ✶✵✻ t♦ ✶✾✶ ▼P❛✱ t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✲✶✺✸ t♦ ✲✶✽✶ ♠❑ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t
❢r♦♠ ✶✼ t♦ ✷✺ ♠❑ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ ✐t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✸✻ t♦ ✸✹✼ ♠❑ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠
✸✸ t♦ ✹✺ ♠❑✳ ■t ♣♦✐♥ts ♦✉t ✜rst✱ ❛ ❞r♦♣ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ ✶✵✻ t♦ ✶✾✶ ▼P❛ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✐♥tr❛✲
❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ ✷✷✵ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st
❛❧s♦ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❖♥❡ s❤♦✇s s❡❝♦♥❞❧② t❤❛t t❤❡r♠❛❧ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
❣r❛❞✐❡♥t r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ❧♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✶✹ t❤❛t t❤❡ ❤♦tt❡st r❡❣✐♦♥ ✐s ✜rst❧② ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ C1 ❞♦♠❛✐♥ ✭❛❝t✐✈❛t❡❞ ❢r♦♠
✶✵✻ t♦ ✶✾✶ ▼P❛✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❢r♦♠ ✷✷✵ t♦ ✷✺✸✱ ✇❤❡r❡ A6
s②st❡♠ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ■t s❤♦✇s ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t②✳
❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❝♦✉❧❞ r❡✢❡❝t t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝✐t②✱
t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛♥❛❧②s❡❞✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✶✹✵ ❍③✱ ✐✳❡✳ ✷✵ t✐♠❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♦♥❡✳ ❚❤✉s ✐t ♥❡❝❡ss❛r✐❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s
♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣r❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✜rst ♣❛rt ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✱
✐✳❡✳ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷✵✵ ▼P❛✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
❛♥❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❡ ✸ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❞❛t❛✲♣♦✐♥ts ♠❛r❦❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧
str❡ss ❝✉r✈❡✳ ◆♦t❡✱ ❢r♦♠ ❞❛t❛✲♣♦✐♥t ✷ t♦ ✸ ✭✶✵✻ t♦ ✶✾✶ ▼P❛✮✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ r❡❝❛❧❧s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ C1 ✐s
❛❝t✐✈❛t❡❞ ✭s❡❡ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✮✳
✹✳✹✳ P❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✶✺✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭r❡❞ ✲ ♠❑✮✱ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❤♦♦❞
▼❡t❤♦❞ ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✭❜❧✉❡ ✲ ▼P❛✮ ❢r♦♠ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ ❡♥❞ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝✐t②
❖♥❡ ❤❛s s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ t❤❛t ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❤✐❝❤
t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆t ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ✐ts ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❞r♦♣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t②✮ ❜✉t ✐t
♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♠♣❛❝t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞✉❡ ❛ t♦ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❢r♦♥t✳
❖♥❡ ♣r♦♣♦s❡s ❤❡r❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✳
■♥ t❤✐s ✇❛② ♦♥❡ ❞❡❛❧s ✜rst ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠
▲✐❦❡❤♦♦❞ ▼❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ✐♥st❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡
♠❡❛♥ t❤❡r♠❛❧ ❝✉r✈❡ ❧♦♦s❡s ✐ts ❧✐♥❡❛r ❞r♦♣✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✜tt✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞r♦♣
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❧♦ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❝❝✉rs ❛t ✶✵✻ ▼P❛ ♦❢
♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss r❡❛❝❤✐♥❣ ✲✶✺✸ ♠❑✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❛❝❤❡s ✲✶✽✾ ♠❑ ❛t ✶✼✻ ▼P❛ ♦❢
♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❙♦✱ t❤❡ ♠❡❛♥ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❝r✉t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❢r♦♠ ✵
t♦ ✶✵✻ ▼P❛ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❧✐♥❡❛r❧② ❝♦♦❧s✲❞♦✇♥✱ t❤❡♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦r ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✉♣ t♦ ✶✼✻ ▼P❛
✇❤❡♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✐♥✐t✐❛t❡s ❛ ❤❡❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✶✵✻ ▼P❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧②
t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r C1 s②st❡♠ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ str❡ss ❞♦♠❛✐♥ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✧♠❡s♦❝♦♣✐❝ ❤❡❛t ♣r♦❝❡ss✧ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✳
❚❤❡♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❢♦r t❤❡r♠❛❧ ②✐❡❧❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧♦ss ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ♣r❡s❡♥ts t❤✐s
✶✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss
✭✐♥ ▼P❛✮
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ❆t ✼✽ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧
str❡ss✱ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥✐t✐❛t❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❛② ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳
■♥❞❡❡❞✱ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♣ t♦ ✶✸✵
▼P❛ ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s t♦ ❧❡❢t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✐t ✐s r❛♣✐❞❧② st♦♣♣❡❞ ❛t ≈✶✵✵ ▼P❛✳ ❚❤❡
❜♦r❞❡r ✐s ✈❡r② ❝❧❡❛r✳ ❚❤❡♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇❤✐t❡ ❛rr♦✇ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦t❤❡r
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝r♦ss❡s t❤❡ ❣r❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ C1 ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ A6 ♦♥❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❛✮✮✳
❚❤❡ ✜rst ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❧♦ss ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❞r♦♣ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥✐t✐❛t❡s ❛t ✼✽ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✇✐t❤✐♥
t❤❡ C1 ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② t❤r♦✉❣❤ ✐t ✭✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ■t ❝♦♥✜r♠s t❤❛t
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣❧❛st✐❝✐t② ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♥♦t t♦ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥
❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛✐♥✳ ❚❤✉s✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ✜rst ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦♥ C1 s❧✐♣✲s②st❡♠✳ ■t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✱
♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✱ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ❦✐♥❡♠❛t✐❝✮✳ ■t ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ✜rst C1 s②st❡♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❤❛s ♦❝❝✉r❡❞
❡❛r❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ♦♥❡ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r
❙tr❡ss ✇❤✐❝❤ ≈✸✷ ▼P❛✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❛❧s♦ ✐s ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♦❢ ❆■❙■ ✸✶✻▲ ❬❋❡❛✉❣❛s ✷✵✵✾❪✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❝❡♥❛r✐♦✳ ❋r♦♠ ✵ t♦ ✼✽ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧
str❡ss✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣r❛✐♥ ✐s ❡❧❛st✐❝✳ ■t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞r♦♣ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆t ✼✽ ▼P❛✱ t❤❡ s②st❡♠
C1 ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ▲♦❝❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✇❛✈❡
❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ C1 ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s q✉✐t❡ ✉♥✐❢♦r♠✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ C1 ❞✐ss✐♣❛t❡s✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ A6 ✐s st✐❧❧ ❡❧❛st✐❝✱ t❤✉s t❡♥❞s t♦ ❧✐♥❡❛r❧② ❞❡❝r❡❛s❡
✹✳✹✳ P❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✶✺✺
t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❣❛♣ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✇❛✈❡
❢r♦♥t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢r♦♠ t❤❡ C1 t♦ A6 ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ r❡✈❡❛❧s ❛t t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❞♦♠❛✐♥s ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐s ♥♦t
❛ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜✉t ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ♦♥❡✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r♠❛❧❧②
✐♥✢❡❝ts✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt st✐❧❧ tr② t♦ ❧✐♥❡❛r❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ✉♣ t♦ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥st❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❞♦❡s
♥♦t ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥②♠♦r❡ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❆t t❤✐s t✐♠❡ t❤❡ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❝❧❡❛r ✧t❤❡r♠❛❧ ✇❛❧❧✧ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ❜♦r❞❡r✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ s❡❡♠s ♦❜✈✐♦✉s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭t♦✇❛r❞ t❤❡ r✐❣❤t✮ ♣❛ss❡s ✜rst t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♥♦ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳ ■t ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❛ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ s✉r❢❛❝❡
st❛t❡✳ ❋✐♥❛❧❧② ♦♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❛♥❞ ✜♥❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ♦❢ t❤❡
st✉❞✐❡❞ ❣r❛✐♥ ✐s ✸✷ ▼P❛✳
✹✳✹✳✷ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❆ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✹ ❣r❛✐♥s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ■✳✶ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ♣r❡s❡♥ts ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜rst ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✹ ❣r❛✐♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ■✳✶ ❛♥❞
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡①✐sts ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❛ ✜♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t②
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❧✐♣✲s②st❡♠✳ ■t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t
t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇✐t❤✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❧✐♣ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ♠♦r❡ ❝❧❡❛r ✇❤❡♥ s❧✐♣✲❜❛♥❞s ❞♦
♥♦t ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ♦♥❡ s❧✐♣✲s②st❡♠ ❛❝ts ♠❛✐♥❧② ✐♥ ❛ ♦✇♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ s✉❝❤
❝❛s❡✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝ts ♣r♦❜❛❜❧② ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ s❧✐♣✲s②st❡♠ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭❞♦❡s ♥♦t ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮✱ ♦♥❡ ❤❛s
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❝❧❡❛r❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✇❡❧❧ ♠❛r❦❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉r❢❛❝❡ r❡❧✐❡❢✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ♣r❡s❡♥ts✱ ❢♦r ✹ st✉❞✐❡❞ ❣r❛✐♥s✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❈❘❙❙
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❛✐♥s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r ✇❤✐❝❤
❞♦❡s ♥♦t ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✱ ✭❜✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✭❞✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s✐♥❣❧❡
♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ❢♦r ✸ ❣r❛✐♥s✱ t❤❡ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤r❡s❤✲
♦❧❞ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✷✷ t♦ ✸✷ ▼P❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♥♦t❛❜❧② ❬❋❡❛✉❣❛s ✷✵✵✾❪✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼
✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ❛ ❝❧❡❛r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ s❧✐♣✲s②st❡♠ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❡❛❝❤ st✉❞✐❡❞
❝❛s❡s t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❛❧②s✐s s✉❝❤ ❛s s❧✐♣✲♠❛r❦s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
✶✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❚❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❢♦r ✹ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ❈❘❙❙ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ✜rst ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ●r❛✐♥s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❡①❤✐❜✐t ✉♥❝r♦ss✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣s✱ ✭❜✮ ❡①❤✐❜✐t ❝r♦ss✐♥❣
❞♦✉❜❧❡ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ ❛♥❞ ✭❞✮ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✭❝✮ t❤❛t t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞
❙❤❡❛r ❙tr❡ss ♦❢ ✺✼ ▼P❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t t✇♦ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❝♦✉❧❞
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
• t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❈❘❙❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✷✵ t♦ ✻✵ ▼P❛ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧✳
• t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛✐♥✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❣r❛✐♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ✐ts ✐♥tr✐♥s✐❝
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡r♠❛❧ ✐♥✲s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
✹✳✹✳ P❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✶✺✼
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✭✐♥ ▼P❛✮ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣r❛✐♥ ✭✐♥ %✮
■t r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❦❡② q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s s♣❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❈❘❙❙ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s s❡♥s✱ s♦♠❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
• ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝❤❛♣t❡r ✸✳✶ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❡r♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✶✵✵①✶✵✵µm2 ❢♦r t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✉s ❡✈❡r② ❣r❛✐♥s ✇❤♦s❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥
s✉❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
• ♦♥❝❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ❧♦❝❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧②
❧❡❛❞❡❞ ❜② ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛♥ ❜② t❤❡ ♦✇♥ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❡✈❡r②
❣r❛✐♥ ✇❤♦s❡ ✜rst ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦♥❡ ❛r❡ ♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❛t ✶✶✵ ▼P❛✳
P✐❝t✉r❡ ✹✳✶✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣r❛✐♥s✳ ♥♦t❡ t❤❛t ✶✻✺ ❣r❛✐♥s ♠❛t❝❤ ❜♦t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥ts ❛♥❞
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts ≈✺✵% ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❘❙❙ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✶✹ t♦ ✼✵ ▼P❛✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡ ✐s ≈✸✵ ▼P❛✳ ❖♥❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡♥s❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❢r♦♠ ✷✹ t♦ ✹✹ ▼P❛✳ ■t ❝♦♥st✐t✉t❡s ✻✵
% ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ✐✳❡✳ ✶✵✵ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤✉s ✻✵ % ♦❢ ❣r❛✐♥s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❞ ❢♦r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❨✐❡❧❞ ❙tr❡ss ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✐✳❡✳ ❛❜♦✉t ✸✵ ▼P❛✳
❚❤✐s r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝② ♦❢ s✉❝❤ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❤②s✐❝s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳
✶✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
✹✳✹✳✸ P❛rt✐❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲✐t❤✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✐♥✲s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ str❛✐♥
✜❡❧❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❖♥❡ ❣r❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ✸ ♦t❤❡rs ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ■✳✶✳
❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝② ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
❛♥❞ ❛ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✱ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣✲s②st❡♠s✱ s✉r❢❛❝❡ t♦✲
♣♦❣r❛♣❤②✱ s❤❡❛r str❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r tr❛♥s✐❡♥t s❤❡❛r str❛✐♥ ❛♥❞ tr❛♥s✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇
t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❖♥❡ ❤❛s ♥♦t❛❜❧② ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ❣r❛✐♥ ✉♥❞❡r❣♦❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥❞ ❞✐st✐♥❝t ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣s✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛❝t✐✈✐t②
✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ s❧✐♣ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❈❘❙❙ ❤❛s ❜❡❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧❧②
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥✳ ❖❜t❛✐♥❡❞ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡✳
❈❤❛♣t❡r ✺
❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
❈♦♥t❡♥ts
✺✳✶ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
✺✳✶✳✶ ❙t♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♣❛rt✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
✺✳✶✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
✺✳✷ ❆ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵
✺✳✸ ▲♦❝❛❧ ✷❉ t❤❡r♠❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❣♦ t♦✇❛r❞ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❛✐♠ ♦❢ s✉❝❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠♦✲
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧s✿ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡✳ ❚❤❡
❝❤❛♣t❡r ✐s s♣❧✐t ✐♥ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts✿ ✭✶✮ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱
✐✳❡✳ ❛t ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡❀
✭✷✮ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ❛ss✉♠✐♥❣ s♦♠❡ ✧r♦✉❣❤✧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥
t❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❡ss ✜❡❧❞❀ ✭✸✮ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ▲❛♣❧❛❝✐❛♥
♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❤❡❛t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❡r♠✱ ρCvT˙ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳
✺✳✶ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡❝✐s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ✜❡❧❞s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ t❤❛♥❦s t♦ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ✐♥ ✐ts ❧♦❝❛❧ ❢♦r♠ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
✉❧t✐♠❛t❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst❧② ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t s✉❝❤ s❝❛❧❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✸❉ ❝❛s❡s✱ ♥♦t❛❜❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡s ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ✐♠♣♦s❡ t♦ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❧♦ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡✲
♥✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠❡❛♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥✳ ■t ✇✐❧❧ ♣❡r♠✐t
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❛♥❞ ❧❛t❡♥t ❡♥❡r❣② ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤
♦t❤❡r st✉❞✐❡s✳
✶✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
✺✳✶✳✶ ❙t♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♣❛rt✐t✐♦♥
▲❡t ✉s ✜rst ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧✱ t❤✉s ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❝❤
✉♥❞❡r❣♦❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣s ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ✳ ✳ ✳❲✐t❤✐♥ s✉❝❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✱
s❝❛❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t tr✐✈✐❛❧✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ▲❡t ✉s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧
♦❢ t✇♦ ♠✐s♦r✐❡♥t❡❞ ❝r②st❛❧s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❡❧❛st✐❝✲♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ✭A ❛♥❞ B✮ ❛♥❞
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ✭1✱ 2✱ 3✮ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❡❧❛st✐❝✲♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ✭A
❛♥❞ B✮ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪✳ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ②✐❡❧❞ str❡ss
♥♦t❡❞ σApl ❛♥❞ σ
B
pl r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ 1✱ 2✱ 3 ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❡❧❡♠❡♥ts✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜♦t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ❡①❤✐❜✐ts
❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ✧❤❛r❞❡♥✐♥❣✧ ♣❛t❤ ❛s s♦♦♥ ❛s A ❡♥t❡rs t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥♦ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
♦❝❝✉rs ❜✉t t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✭1b2 ❛r❡❛ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮ ✐s st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣②
✐s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ♥♦✇ ❛ ❧♦❝❛❧ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts A ❛♥❞ B✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
❡♥❡r❣②✱ ♣❤②s✐❝❛❧❧② st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧
✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛t ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❝r✐st❛❧✳ ❆ ✜rst ♣❛rt
✐s st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ♦♥❡ s♣❡❛❦s ❛❜♦✉t st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ t❤✐r❞ ♦r❞❡r
str❡ss❡s✱ ✐✳❡✳ ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r ♦♥❡s ❬❉✐❧✐❣❡♥t ✷✵✵✶❪✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❞✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✢♦✇ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞ ✉♥❞❡r r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
✺✳✶✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✶✻✶
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✵✳✶✮✳ ❖♥❡ ❛❧s♦ s♣❡❛❦s ❛❜♦✉t st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r str❡ss❡s✱ ✐✳❡✳
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♦♥❡s ❬❉✐❧✐❣❡♥t ✷✵✵✶❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜♥❛❧❧② ❛ r❡❛❧ ♣♦❧②❝r②st❛❧✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢
❣r❛✐♥s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥s✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛r❡❛ ✭❡♥❡r❣②✮ ♥♦t❡❞ Esr ✐s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣r❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛s ♥♦t❡❞ 1b2 ✇✐t❤✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♦r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✜❡❧❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ♥♦t❡❞
Esr ❢♦r ❊♥❡r❣② ❙t♦r❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r ❘❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s
s♦♠❡✇❤❡r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ Ea ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✲
str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪✱ ❛s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✢♦✇ str❡ss ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱
✐t ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭s❡❡
❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜♦t❤
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ s✉♠
♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ♦❢ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs
❬▼❛♥❞❡❧ ✶✾✻✺✱ ❙✉q✉❡t ✶✾✽✼✱ ❆r❛✈❛s ✶✾✾✵✱ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿
Es =
∫ t=T
t=0
(< a : ε˙p > + < σr : S : σr >) · dt 6=
∫ t=T
t=0
< a : ε˙p > ·dt ✭✺✳✶✮
✇❤❡r❡ Es ✐s t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✈♦❧✉♠❡ ✉♥✐t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✱ a ✐s t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❢♦r❝❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✱ ε˙p t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✱ σr t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s✱ S
t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ t❡♥s♦r ❛♥❞ < • > ♠❡❛♥s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❡❛r❧✐❡r ❛♥❞ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ t❡r♠ Esr =< σr :
S : σr > ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡✳
❚❤✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶ ❜❡❝♦♠❡s✿
Es =
∫ t=T
t=0
< a : ε˙p > ·dt+ Esr ✭✺✳✷✮
✇❤❡r❡ Esr ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛r❡❛ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✳
✺✳✶✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✐ts ❧♦❝❛❧ ❢♦r♠ ❆✳✶✿
ρCvT˙ − k∆T = (σ − a) : ε˙p + T ∂σ
∂T
: ε˙e ✭✺✳✸✮
❖♥❡ ❝❛♥ ✜rst ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s t❡r♠s✳ ❚❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡st
❛♥❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❡♥s✐❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦✉r t❡r♠s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r s♦♠❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿
• t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❤❡❛t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❡r♠ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✿ ρCvT˙ ✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✷✺Hz ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✮ ❛♥❞ ❛♥② s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛
❜✐♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✳✶✮✳
✶✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
• t❤❡ ✷❉ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❤❡❛t ❧♦ss❡s t❡r♠ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✿ −k∆2T ✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ✉♥✐✲
❢♦r♠ ♣❡r ❣r❛✐♥✱ ❛ss✉♠❡s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❛♥② t❤❡r♠❛❧ ❧♦ss ❛t ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✱ ✐✳❡✳ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r ❣❛♣ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✳✶✮✳
• t❤❡ t♦t❛❧ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✿ ε✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❜② ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✳✶✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
• t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✿ Σyy✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❛ s❝❛❧❛r✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❧② r❡❢❡r t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞
s♣❡❝✐♠❡♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✉♣ t♦ ✷✼✵▼P❛✳
❉✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞r❛✇♥✳ ❚❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❙tr❡ss✴str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❆✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✉♣ t♦
✷✼✵▼P❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss
Σyy✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✲❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ < εyy > ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s
E✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜rst ❣✐✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛①✐❛❧ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ εpyy✿
< εpyy >=< εyy > − < εeyy >=< εyy > −
Σyy
E
✭✺✳✹✮
✺✳✶✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✶✻✸
❚❤❡♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸❪✱ t❤❡ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣♦✇❡r ♣❡r ✉♥✐t ♦❢
✈♦❧✉♠❡✱ Wthe✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s✿
Wthe = T
∂σ
∂T
: ε˙e ≈ −αTtr
(
Σ˙
)
≈ −α < T > Σ˙yy ✭✺✳✺✮
✇✐t❤ α t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❧✐♥❡❛r t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ < T > t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ tr
(
Σ˙
)
t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss t❡♥s♦r ✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣♦✇❡r ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ ✭❛✮ ❛
❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✭❜✮ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❛✐♥ ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧r❡❛❞②
r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧✐t② ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ♥♦t ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛t ❧❡❛st ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
t❡st✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ✧✵ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❬❇♦✉❧❛♥❣❡r ✷✵✵✹❛❪✱ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ■♥
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥
❣❛✉❣❡ ♣❛rt✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞♠✐tt❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ❜✉t ♥♦t ❛ ❧♦❝❛❧ ♦r
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♦♥❡✳ ▲❡t θ˜ =< T > −T0 ❜❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r
t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲♣❛rt✮ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜✉❧❦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ T0✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✸❉ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ✧✵❉✧ ♦♥❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡✿
Whl = −k∆T = −k
[
∂2T
∂x2
+
∂2T
∂y2
+
∂2T
∂z2
]
≈ ρCv θ˜
τeq
✭✺✳✻✮
✇✐t❤ τeq ❛ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❧♦ss❡s t✐♠❡✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t
Whl r❛♥❣❡s✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✭s❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶✮✱ ❢r♦♠ ✲✵✳✵✶✸ t♦ ≈✵✳✵✺ mJ.mm−3✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❛❧♠♦st ♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡✱ ❛t ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ s❝❛❧❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✐t✐❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡♥✱
♥♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t τeq ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛✐r✱ ❛♥❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ t❡♥s✐❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❡❛❞s✳ ❚❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ st❡♣ ❜② st❡♣
s✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ t♦ ✧✵❉✧ ♦♥❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ τeq✳ ❚❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐s ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✳
τeq =
ρCv
2h
(
e+l
el
)
+ 2h
∗
L
✭✺✳✼✮
✇✐t❤ h✱ h∗✱ e✱ l ❛♥❞ L t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐r✱ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❡❛❞s✱ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t r❡s♣❡t✐✈❡❧②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② q✉✐t❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ h∗ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ τeq✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❢♦r ❞✐r❡❝t t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τeq ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t ✷✵✵✽❪✳ ■♥ ❤✐s ❝❛s❡✱
τeq ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ❆✸✵✹ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳
❚❤✉s t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❤❡r❡✳ ❊✈❡r② ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ s✉♠✲
♠❛r✐s❡ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶✳
✶✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♦♥❡ ❛r❡ ❡st✐✲
♠❛t❡❞ ❛t ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ s❝❛❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
Ws ≈ Σyy < ε˙pyy > −
[
ρCv
(
∂ < T >
∂t
+
θ˜
τeq
)
+ α < T > Σ˙yy
]
✭✺✳✽✮
Wd = Wa −Ws ✭✺✳✾✮
E α ρ C τeq
GPa K−1 kg.m−3 J.kg−1.K−1 s
✷✶✵✵✵✵ ✶✳✷①✶✵−5 ✽✵✵✵ ✺✵✵ ✺✵
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❛❧ ❆■❙■ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦✇❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s
❆✳✶✸✱ ✺✳✺✱ ✺✳✾ ❛♥❞ ✺✳✽✳ ❆s t❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✐t✱ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡
✇❤♦❧❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❜✮ ❢♦❝✉s ♦♥ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❡q✳ ✺✳✽✮ ♥♦t❡❞ Es ❛♥❞ ❢r♦♠ ❤❛t❝❤❡❞ ❛r❡❛ ♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✺✳✷ ♥♦t❡❞ Esr✳ ◆♦t❛t✐♦♥s
❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❖❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❢r♦♠ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪✳
✭❛✮ Ei =
T∫
t=1
Wi. · dt ✐♥ mJ.mm
−3 ✇✐t❤ T❂t❡st t✐♠❡ ✭❜✮ Es ✐♥ mJ.mm
−3
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ✭❛✮ Ea t♦t❛❧ ♣❧❛st✐❝ ✇♦r❦ ❡①♣❡♥❞❡❞✱ Ed ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐♥t♦ ❤❡❛t✱ Es st♦r❡❞ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s
❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❛♥❞ Eis ♦r Ethe t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❛①✐❛❧ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✭%✮✳ ✭❜✮ ❋♦❝✉s ♦♥ Es ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ r❡s✉❧t ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪ ❛❧s♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✭%✮✳
✺✳✶✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✶✻✺
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ♦♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❛✮ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② Ea✱ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♦♥❡ Ed ❛♥❞ t❤❡
st♦r❡❞ ♦♥❡ Es ✉♣ t♦ ✺✳✾✵ mJ.mm−3✱ ✹✳✶✺ mJ.mm−3 ❛♥❞ ✶✳✼✺ mJ.mm−3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❛ q✉❛s✐
❝♦♥st❛♥t ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❡♥❡r❣② ❛r♦✉♥❞ ✲✶ mJ.mm−3✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡✱ ♥♦t❛❜❧② ♦♥ s✉❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤❡r❡ t❤❡
❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s ❧♦✇ ✭s❡❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ tr❡♥❞ ♦❢ str❡ss✴str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t
❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ ❡①♣❡♥❞❡❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ ✇♦r❦ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❤❡❛t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❜♦✉t ✸✵% ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②
st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐✈❡ ❣r❡❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♦♥ ❡❛r❧② ♣❧❛st✐❝✐t② ❤❛s ❜❡❡♥
✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇♦r❦s ❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸❪✳
❆ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡✐r❞ ♣♦✐♥t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t②✳ ■♥❞❡❡❞ ✺✳✸ ✭❛✮ r❡✈❡❛❧s ✭r❡❞ ❞♦♠❛✐♥✮
t❤❛t ✉♣ t♦ ✵✳✶✽ % ✭❝❧♦s❡ t♦ Re0.2%✮✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❡①♣❡♥❞❡❞ ✇♦r❦ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❤❡❛t✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t
✐s ♥♦t ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❝✉rr❡♥t❧② ✇❡❧❧ ❛❞♠✐tt❡❞ ♣♦✐♥t✿ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ ♦♥ ❡①♣❡♥❞❡❞ ✐♥❡❧❛st✐❝
♦♥❡ ✐s ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ t❡♥❞ t♦✇❛r❞ ❛ s❛t✉r❛t❡
st❛t❡✳ ❈❤r②s♦❝❤♦♦s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❛ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r❛t✐♦ β∗ = EsEa ❝❧♦s❡ t♦ ✻✵% ❬❈❤r②s♦❝❤♦♦s ✶✾✽✾❜❪✳ ■♥
♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥ t❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ st♦r❛❣❡ ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥ ✉♥✐❛①✐❛❧✐t② ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✮ t❤❛t t❤❡ t❡st ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❇♦❞❡❧♦t ✐s
❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t ❛ ♣❡r❢❡❝t ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ♠✐❝r♦✲♣❧❛st✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❞✐❞
♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ♠✐s✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r s✐♥❝❡ ❣r❛♥✉❧❛r ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠✉❧t✐❛①✐❛❧
✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ t②♣❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ t❤✐s ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❛❧✲
❛♥❝❡ ♦♥❡ ❤❛s ❛ss✉♠❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✹ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❡①♣❡♥❞❡❞ ♣♦✇❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ str❡ss ✭t❤❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇♥✮ ❛♥❞ ♦❢ str❛✐♥✳ ❯♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣❧❛st✐❝ ♣♦✇❡r ❞✉❡ t♦ ❛ s❧✐❣❤t ♠✉❧t✐❛①✐❛❧✐t② ✐s ✉♥❞❡r❡st✐✲
♠❛t❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ ❡❛r❧② ♣❧❛st✐❝✐t②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
♣❧❛st✐❝✐t② ♠❛② ❜❡ ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❡①♣❡♥❞❡❞ ♣♦✇❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤❡❛t ♣♦✇❡r
✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♥♦t ♣❧❛♥❛r
q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s str❛✐♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❜✮ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ ✇✐t❤✐♥ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✇♦r❦s✶ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
❛ ❆✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧✳ Esh✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ Esr t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss❡s✱ ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛r❡❛ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s Es ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣✐❡s st♦r❡❞ ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ Esh✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳
✶❚❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪✳
✷❊♥❡r❣② ❙t♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❍❛r❞❡♥✐♥❣
✶✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
❆✸✶✻▲
■♥ mJ.mm−3 ❛t εp = 2.5% ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪ ❖✉r s♣❡❝✐♠❡♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪
✭❣r❛✐♥ s✐③❡ ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞ ≈ 10µm✮ ✭❣r❛✐♥ s✐③❡ ≈ 120µm✮
❚♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② Es ✸✳✷ ✶✳✼✺
❊♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✜❡❧❞ Esr ✷✳✹✺ ✵✳✺✸
Esr
Es
✐♥ % ✼✼ ✸✶
❊♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ Esh ✵✳✼✺ ✶✳✷✷
Esh
Es
✐♥ % ✷✸ ✻✾
❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♣❛rts ✇❤✐❝❤ ❛❝t ♦♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✜❡❧❞
✇✐t❤✐♥ ❆✸✶✻▲ s♣❡❝✐♠❡♥
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ st♦r❡❞ ❛❜♦✉t ✹✺% ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪
❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s ❛❧s♦ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍❡r❡✱ ✻✾% ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉✲
❧❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤❡r❡❛s ♦♥❧② ✸✶% ✐s st♦r❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s✳
❲✐t❤✐♥ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ ✷✸% ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
❛♥❞ ✼✼% ✐♥ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✜❡❧❞✳ ❖♥❡ ❤❛s t♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❡♥❡r❣②
✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ s✐♥❝❡ ❣r❡❛t❡r ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r❡❛t❡r ❛r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧✐♣ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛s ❛t ❡❛r❧② ♣❧❛st✐❝✐t② ♣r♦❝❡ss t❤❡
t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ✐♥ ❣r❡❛t ♣❛rt ❧❡❛❞❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡
t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ st✉❞✐❡s ✐s t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ❆s t❤❡ ❛✉t❤♦r ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢② t❤✐s
s✐③❡✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❆✸✶✻▲ ✇❤♦s❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❛❜♦✉t ✸✵µm✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs
t♦t❛❧❧② ❧♦❣✐❝❛❧ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❡❛r❧② ♣❧❛st✐❝✐t② t❤❡ s♠❛❧❧ ❣r❛✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪✮ st♦r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥
t❤❡ ✧❜✐❣✧ ❣r❛✐♥ ♦♥❡ ✭❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣r❛✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ st♦r❡s ✼✼% ♦❢ ✐ts t♦t❛❧ st♦r❡❞
❡♥❡r❣② ✇✐t❤✐♥ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✜❡❧❞ ✭❛t ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✮ ✇❤❡r❡ ❛s t❤❡ ✧❜✐❣✧ ❣r❛✐♥ ♦♥❡ st♦r❡ ✻✾% ✐♥
❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✭❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✮✳
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❜✮ t❤❛t ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②
Es ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛❝❦ ♦❢ st♦r❛❣❡ ❛t t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛❝❦ ♦❢ st♦r❛❣❡
❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ Esr ❝✉r✈❡✱ s✐♥❝❡ Es ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ Esr ✉♥t✐❧ ✵✳✺% ♦❢ ♣❧❛st✐❝
str❛✐♥✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Esh✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t
s✉❝❤ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧✱ ✉♥❞❡r s✉❝❤ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣♦❧✐s❤❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❛❧r❡❛❞②
❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛s ❜❡✐♥❣ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ✉♥✐❛①✐❛❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❖❧✐❢❡r✉❦✬s ♦♥❡✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ st♦r❛❣❡ ❛t t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t②✱ Es ❛♥❞ Esr ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠
❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪ ❜❡❝♦♠❡s✿ ≈ −20% ✉♣ t♦ εp = 0.75% ❛♥❞ ≈ −28% ✉♣ t♦ εp = 1.5%✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t❛❧ ♣❧❛t❡❛✉ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡
s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❞r♦♣s ♦❢ st♦r❛❣❡✳
✺✳✶✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✶✻✼
✭❛✮ β∗ = Es
Ea
= f(εp) ✐♥ % ✭❣r❛✐♥ s✐③❡≈ 120µm✮ ✭❜✮ β∗ = Es
Ea
= f(εp) ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✺❪ ✭❣r❛✐♥ s✐③❡s✿ A ≈
8µm ❛♥❞ B ≈ 80µm✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❘❛t✐♦ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♦♥ ❡①♣❡♥❞❡❞ ♣❧❛st✐❝ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✭%✮ ✭❛✮ st✉❞✐❡❞
s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ✸✶✻▲✿ A→✶❤ ✾✺✵oC ❛♥❞ B →✷❤ ✶✶✵✵oC ❛♥❞ ✇❛t❡r q✉❡♥❝❤❡❞
▲❡t β˙ ❜❡ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❤❡❛t ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♦♥❡✳ ❚❤❡
❢❛❝t♦r β˙ ✐s t❤❡ ❚❛②❧♦r ◗✉✐♥♥❡② ❢❛❝t♦r✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥ ❬◗✉✐♥♥❡② ✶✾✸✼❪ ❛s βint✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ s✐♠✐❧❛r
✇❛②✱ ❧❡t β˙∗ ❜❡ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥❡❧❛st✐❝
♦♥❡✳ ❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♦♥ ❡①♣❡♥❞❡❞
✐♥❡❧❛st✐❝ ♦♥❡✱ ♥♦t❡❞ β∗ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✺❪
♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❖♥❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts ❤❡r❡ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ β∗✱ ♥♦t❡❞ β∗sh =
Esh
Ea
✳
β∗ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ✭❛✮ r❡✈❡❛❧s t❤r❡❡ ❞♦♠❛✐♥s✿ ✭✐✮ ❛ q✉❛s✐ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✱ ❢r♦♠ ✵
t♦ ✵✳✸%✱ ✭✐✐✮ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❢r♦♠ ✵✳✸ t♦ ✵✳✻% ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛♥ ♦t❤❡r q✉✐t❡ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ ✵✳✻ t♦
✷✳✺%✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✷✾✳✻% ♦❢ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣❧❛st✐❝ ✇♦r❦ ✐s st♦r❡❞✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✵✳✻% t❤❡ st♦r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞❡♣❡♥❞s
♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❧✐♥❡❛r❧② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ β∗sh ♣r❡s❡♥ts ❛❧♠♦st ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡✱ ❢r♦♠ ✵✳✺% ♦❢
♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❡st✳ ■ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✷✵✳✺% ♦❢ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞❡❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ ✇♦r❦✳ ❚❤✉s ≈ 20%
♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❡①♣❡♥❞❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ≈ 10% ✐s st♦r❡❞ t♦
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✜❡❧❞ ❡♥❡r❣② t❤r♦✉❣❤ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ✺✳✹ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ β∗ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ❆✸✶✻▲ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ A ✇❛s ❛♥♥❡❛❧❡❞ ✶❤ ❛t ✾✺✵oC ❛♥❞ ✇❛t❡r
q✉❡♥❝❤❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ ≈ 8µm ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥
B ✇❛s ❛♥♥❡❛❧❡❞ ✷❤ ❛t ✶✶✵✵oC ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❛t❡r q✉❡♥❝❤❡❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤
❛ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ ≈ 80µm✳ ❆s t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✇❛s ❛♥♥❡❛❧❡❞ ✷❤ ❛t ✶✷✵✵oC ❛♥❞ t❤❡♥
✇❛t❡r q✉❡♥❝❤❡❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ ≈ 120µm ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❊❇❙❉✮✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵% ❛t ≈ 2.5% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
❞❡❝r❡❛s❡ ✉♣ t♦ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ st❛t❡✳ ■♥ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✺❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥
s✐③❡✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦♥ β∗ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ s♠❛❧❧ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛rs ❛❧s♦ ❡❛r❧②✳ ❉♦tt❡❞ ❝✉r✈❡
C ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✛❡❝t ♦♥ β∗ ❝✉r✈❡ ❢♦r ❛ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢
✶✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
✶✷✵µm✱ ✐✳❡✳ ✲✶✺% ♦♥ ♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❛ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✶✺ t✐♠❡ ❣r❡❛t❡r✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ✉♥❞❡r ❛ s♦
✧r♦✉❣❤✧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❡ st♦r❛❣❡ r❛t✐♦ ♠✉st ❜❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ≈ 32% ❛t ✷✳✺% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡
❝✉r✈❡ ♠✉st ❜❡ ✐♥ ✐ts ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦t❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤
❖❧✐❢❡r✉❦✬s r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ✐✳❡✳ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ s❛t✉r❛t✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✷✳✺% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ st♦r❛❣❡ r❛t✐♦✱ ✐✳❡✳ ≈ 30%✳ ■t ❛♣♣❡❛rs
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❛t ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ t❤❡ β∗ r❛t✐♦ ❛t ❡❛r❧② ♣❧❛st✐❝✐t② ✭❁✷✳✺%✮
❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛t β∗ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✸✶✻▲ ♠❛t❡r✐❛❧
✇❤♦s❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✽ t♦ ✶✷✵µm✳
✭❛✮ Es = f
(
σ2
)
✐♥ mJ.mm−3 ❛♥❞ MPa2 ✭❣r❛✐♥ s✐③❡≈
120µm✮
✭❜✮ Es = f
(
σ2
)
✐♥ J.g−1 ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✼❪ ✭❣r❛✐♥ s✐③❡≈
80µm✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❢ sq✉❛r❡ ✢♦✇ str❡ss ❞✉r✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣✿
✭❛✮ st✉❞✐❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪ ✭❜✮ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✼❪
❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ str❡ss✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✭❛✮ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ❛
♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ ≈ 80µm ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✼❪✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✐✳❡✳
♥♦ ❡♥❡r❣② ✐s st♦r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ t❤❡♥ ❛t ≈ 50①✶✵3 ♦r 2202 MPa2 ✭Re0.2%❂✷✷✷ MPa✮ t❤❡ st♦r❡❞
❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡ t♦✇❛r❞ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ str❡ss σ✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱
♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿ Es = 0.82①10−4σ2−4.4✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✢♦✇ str❡ss ❛♥❞✴♦r sq✉❛r❡
♦❢ ✢♦✇ str❡ss ❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs✳ ❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸❪ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ♠❛♥②
♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ σ2 ❛♥❞ t❤❡
❞❡♥s✐t② ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ρ ❬❇❛✐❧❡② ✶✾✻✵✱ ❑✉❤❧♠❛♥♥✲❲✐❧s❞♦r❢ ✶✾✽✸❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥
ρ ❛♥❞ Es ❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸✱ ◆❛❜❛rr♦ ✶✾✽✼❪✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐t ❡①✐sts ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✇❤❡♥✿
Es ∝ ρ ∝ σ2 ✭✺✳✶✵✮
✺✳✶✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✶✻✾
❖❧✐❢❡r✉❦ ❡t ❛❧✳ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✼❪ r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ♥♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢
t❤❡ ✢♦✇ str❡ss ❛t ❡❛r❧② ♣❧❛st✐❝✐t② ✭< 1%✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ st♦r❛❣❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❛ ✜rst st❡♣✱ ❡♥❡r❣② ✐s ♠❛✐♥❧②
st♦r❡❞ ✐♥ ❡❧❛st✐❝ ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss❡s ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞✱ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s st❡♣✱ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦t
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✢♦✇✳ ❚❤❡♥ ❡♥❡r❣② ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡❣✐♥s t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐t✳
▲❡t ✉s ✇r✐t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❧✐♥❦✐♥❣ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢
t❤❡ ✢♦✇ str❡ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ✭❛✮✳ ❖♥❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✇r✐t❡s t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢♦✇ str❡ss r❡s♦❧✈❡❞ ♦♥ s❤❡❛r ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇ ❬❇❛✐❧❡② ✶✾✻✵❪✿
τ = αµb
√
ρ ✭✺✳✶✶✮
✇✐t❤ τ = mσ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❤❡❛r str❡ss✱ m t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❬❙❝❤♠✐❞ ✶✾✺✵❪✱ µ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞
b t❤❡ ❇✉r❣❡r✬s ✈❡❝t♦r✸✳ ❚❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❛ st♦r❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❬❇❡✈❡r ✶✾✼✸❪
✐t ❢♦❧❧♦✇s✿
Es = αsµb
2ρ ✭✺✳✶✷✮
✇✐t❤ αs ❛ ❝♦♥st❛♥t ∈ [1.8, 2.1] ❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❲✐❧❧✐❛♠s ❢♦r ♣✉r❡ ❈♦♣♣❡r✱ ◆✐❝❦❡❧✱ ■r♦♥ ❛♥❞ ❩✐r❝♦♥✐✉♠
♠❛t❡r✐❛❧s ❬❲✐❧❧✐❛♠s ✶✾✻✹❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✷ ❛♥❞ ✺✳✶✶ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②
r❡❧❛t✐♦♥✿
Es =
m2αs
α2µ
σ2 ≈ 0.8①10−4σ2 ✇✐t❤ σ ✐♥ MPa ✭✺✳✶✸✮
❚❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ✭❛✮✱ ❡q✉❛❧ t♦ 0.82①10−4✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ t❤❡♦r✐❝❛❧
❝♦❡✣❝✐❡♥t
m2αs
α2µ
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✸✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛t ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ s❝❛❧❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t ❢r♦♠ ✷✷✵▼P❛ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ✭❛✮✮ t❤❡ st♦r❛❣❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ β∗sh
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛t ✵✳✺% ♦r ✷✸✶MPa t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐✳❡✳ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♦r str❡ss ✢♦✇✱ ✐♥✐t✐❛t❡s✳ ❆t t❤✐s ♠♦♠❡♥t✱ ✐ts ❧✐♥❡❛r tr❡♥❞ ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧✐♥❡❛r tr❡♥❞s ♦❢ β∗✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ✭❜✮ ✐s ≈✶✳✷①✶✵−4
q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ❆s t❤❡ ♦♥❧② r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ t❡st❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s t❤❡ ❣r❛✐♥
s✐③❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✉❧ts ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❤❡r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✳
✸µ ≈✼✶GPa✱ α∗ = 0.3 ✐♥ ❆✸✶✻▲ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s m ≈ 0.5 ❢♦r ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✭s❡❡ ❊❇❙❉ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✮
✶✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
❆♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ ❆✸✶✻▲ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡
t❡st ✉♣ t♦ ✷✼✵MPa ❛♥❞ ✷✳✺% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❡
✉♥✐❛①✐❛❧✐t② ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱
❛♥❞ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❤❡❛t ❧♦ss❡s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲
s❡❝t✐♦♥ st♦r❡❞ ✶✳✽ mJ.mm−3 ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ≈ 30% ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❡①♣❡♥❞❡❞
✇♦r❦ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❡st ❛♥❞ ≈ 70% ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② st♦r❡❞
✐♥ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❛t✐♦✱ ✐✳❡✳ ≈ 30% ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✺❪ ❢♦r 8µm ❛♥❞ 80µm ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥s s✐③❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳
■t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜❧❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❧♦❛❞✐♥❣ ✉♥✐❛①✐❛❧✐t②✳ ❚❤❡♥✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❡st ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ st❛♥❞❛r❞
❣r❛✐♥ s✐③❡ ❆✸✶✻▲ s♣❡❝✐♠❡♥ ✭s❡❡ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪✮✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❣r❛✐♥ s✐③❡
❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥
t❤❡ st♦r❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞✴♦r ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss❡s✳ ❆ ✜rst ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐✳❡✳
st♦r❛❣❡ ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✭❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✮✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦r❡❞
❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ str❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ✐s ✵✳✽✷①✶✵−4✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ t❤❛t ✐t ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
m2αs
α2µ
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥ ✺✳✶✸✳
✺✳✷ ❆ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇❛②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✜rst ✧r♦✉❣❤✧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②
❛♥❞ β∗ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t σ✱
εp ♦r εe t❡♥s♦rs ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ◆♦t❡✱ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✱ t❤❛t
❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❡ss ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❛✐♥
✧♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✧ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✱ ✐✳❡✳ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛✐♥✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦♥❧② ♦❝❝✉rs ❜② s❤❡❛r ♦♥ ❛ ❦♥♦✇♥ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦♥❡✳ ❖♥❡ ❤❛s ❛❧s♦ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② ❛r❡✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛❧♠♦st ♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛ss✉♠❡
✐♥ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤❡r❡ ✐s ✐♥ ♣❛rt ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇♦r❦s ❬❘✐tt❡❧ ✶✾✾✾✱ ❍♦❞♦✇❛♥② ✷✵✵✵✱ ❇♦❞❡❧♦t ✷✵✶✶❪✳
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ t❤❛t ♦♥❧② ♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♣❧❛♥❡ ❉■❈✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ✉s❡ ❛ t❡♥s♦r✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s ❛ ♣❧❛♥❡ str❡ss st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s✐♥❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s t❤✐♥ ❛♥❞ ✢❛t✳ ▲❡t ε✱ ❛♥❞
✺✳✷✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✶✼✶
σ ❜❡ t❤❡ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss t❡♥s♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧❧②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉♥❞❡r ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝
❡❧❛st✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿ {
σ = 2µε+ λTr (ε) I
εzz = − ν1+ν (εxx + εyy)
✭✺✳✶✹✮
✇✐t❤ ν t❤❡ P♦✐ss♦♥✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
• εe → 0✿ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ εp ♣r❡✈❛✐❧s ✐♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐s ♦♥❧② ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐t ❜② t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ str❛✐♥ ε✳ ❇② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ ♦♥❡ ❛❧s♦ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡
✐s❡♥tr♦♣✐❝ ♣♦✇❡r✿ Wthe ♦r Wis✳
• ❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✿ t❤❡ r♦✉❣❤❡st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ str❡ss❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❙❛❝❤s ♠♦❞❡❧✱
✐✳❡✳ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss❡s
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ β˙✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❛❜❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶ ✇✐t❤✐♥ s♦♠❡
❣r❛✐♥s✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss ✜❡❧❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ ✐✳❡✳
❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t♦t❛❧ str❛✐♥ ε✳
σ = σy + σh ✭✺✳✶✺✮
= σy +Hε ✭✺✳✶✻✮
✇✐t❤ σy t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❧♦❝❛❧ ②✐❡❧❞ str❡ss ❛♥❞ H t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❧♦❝❛❧ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉s✳ ❇♦t❤ ❛r❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡✳
• ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿ ♦♥❡ ♥❡❣❧❡❝t ❤❡❛t ❧♦ss❡s✱ ✐✳❡✳ k∆T ≈ 0✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❡ st♦r❡❞ ♣♦✇❡r ✜❡❧❞ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
Ws ≈ σ : ε˙p − ρCvT˙ ✭✺✳✶✼✮
❚❤❡♥ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❡♥❡r❣② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✇❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✿
σ : ε˙p = σeq ε˙eq ✭✺✳✶✽✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ r❛t❡ ✐s ε˙peq =
√
2
3 ε˙
p : ε˙p✱ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐s t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ♣❛rt
♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦r εp ≈ ε − 13Tr (ε)✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❈❛✉❝❤② str❡ss ✐s σeq =
√
3
2S : S ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss ✐s S = σ − 13 tr (σ)✳ ❚❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ✐s ✜♥❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿
Ws ≈
(
σy +Hε
p
eq
)
ε˙peq − ρCvT˙ ✭✺✳✶✾✮
✶✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ♦♥ t♦t❛❧ ❛♥❡❧❛st✐❝ ♦♥❡✱ ♥♦t❡❞ β˙∗ ❜❡❝♦♠❡s✿
β˙∗ =
(σy +Hε
p
eq) ε˙
p
eq − ρCvT˙
(σy +Hε
p
eq) ε˙
p
eq
✭✺✳✷✵✮
✇✐t❤ T˙ = ∆T∆t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞✮ ❛♥❞ ε˙
p
eq =
∆εpeq
∆t t❤❡
t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✭❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♣❧❛♥❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❜❛s✐❝❛❧❧②✱ ✉♥❞❡r s✉❝❤ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❛♥❞ ♦t❤❡r str♦♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛✉t❤♦rs ❬❘✐tt❡❧ ✶✾✾✾✱ ❇♦❞❡❧♦t ✷✵✶✶❪ ❞♦ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❜✉t ♣r❡❢❡r t♦
❡st✐♠❛t❡ r❛t✐♦s s✉❝❤ ❛s β˙∗✱ β˙ ♦r β ✳ ✳ ✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✜❡❧❞s ✇❤❡r❡ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s
✉♥❞❡r❣♦❡s s♠❛❧❧ str❛✐♥s✱ ♠❛✐♥❧② ❡❧❛st✐❝✱ t❤❡ t❡r♠ (σy +Hε
p
eq) ε˙
p
eq → 0✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
str❡ss ✜❡❧❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ✧r♦✉❣❤✧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❧♦✇ ❛♥❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✱ β˙∗ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳
✭❛✮ σ ❛♥❞ < σlocal > ✭❜✮ Es ❛♥❞ < E
local
s >
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✭❛✮ str❡ss ❛♥❞ ✭❜✮ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡
✜❡❧❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛s✉♠♣t✐♦♥s ✺✳✶✽ ❛♥❞ ✺✳✶✾
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥t ✜rst❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ str❡ss
✜❡❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ❧♦❝❛❧ str❡ss ✜❡❧❞
❝♦♥s❡r✈❡ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝
♣❤❛s❡ ✭A−B✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✺% ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡
✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✭❜✮ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✷✹ mJ.mm−3✳ ❚❤✐s
❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ str❡ss ✜❡❧❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ str❡ss ✈❛❧✉❡✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐t s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ st♦r❡❞
❡♥❡r❣② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ str❡ss❡s ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✾✮ s✐♥❝❡ t❤❡ t❡r♠ ρCvT˙ ✐s
❝♦rr❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❆s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ str❡ss ❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ✈❛❧✐❞
✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦❡s ♣❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❣✉❡ss t❤❛t s❧✐❣❤t ❡rr♦rs ❛r❡
✺✳✷✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✶✼✸
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❧♦✇ str❛✐♥❡❞ ❣r❛✐♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ Es✱ t❤❡ β∗ ♦♥❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t✐♠❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ s♦♠❡ ❣r❛✐♥s✳
✭❛✮ Es ✭❜✮ < Es >
G
✭❝✮ β∗
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ✭❛✮ ❙t♦r❡❞ ❊♥❡r❣② ✜❡❧❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❆✲❇ ♣❛rt ♦♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✱ ✭❜✮ ❧♦❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞
❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡①♣❡♥❞❡❞ ♦♥❡✱ β∗
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t ❛ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛ β∗ r❛t✐♦ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ③❡r♦
✭s❡❡ ✺✳✼ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✮✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ✉♥❞❡r❣♦ ❧♦✇ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✳ ■t ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✶✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✿ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♦✈❡r
t❤❡ ✜❡❧❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✺✳✻ ✐s ❞✉❡ ✐♥ ❣r❡❛t ♣❛rt t♦ ❧♦❝❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✭❡rr♦rs✮ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②
✇✐t❤✐♥ ❧♦✇ str❛✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts ❛ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ≈ 0 t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽mJ.mm−3 ❛♥❞ ❡✈❡♥ r❡❛❝❤
✶✷mJ.mm−3 ✐♥ ❢❡✇ ❣r❛✐♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ✇❤❡r❡ Es
✇❛s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✼✺mJ.mm−3✱ ❛ ❢❛❝t♦r ∈ ❬✵ ✲ ✼❪ t✐♠❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❜✮ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❛ ❧♦❝❛❧ q✉✐t❡ ❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳
❋♦r s♦♠❡ ❣r❛✐♥s✱ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♥♦t ✈❡r✐✜❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② ✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥ 2 ✇❤❡r❡ ❛ ❝❤❛♦t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❢♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣r❛✐♥
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st str❛✐♥❡❞ ❣r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦
t❤❡ ❣r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐❣❤❡st st♦r❛❣❡ ❧❡✈❡❧✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ β∗ r❛t✐♦✱ ♣✐❝t✉r❡ ✺✳✼ ✭❝✮ ❡①❤✐❜✐ts t❤❛t t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ st♦r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✼✺ % ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❙♦♠❡ ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ❛ q✉❛s✐ ♥✉❧❧ β∗ r❛t✐♦✳ ■♥
♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✜❣✉r❡s ✺✳✽ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ β∗ r❛t✐♦ ❛t ✷% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳ ■♥ ✜❣✉r❡
✭❛✮ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ β∗ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛♥❞✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✭❜✮✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ β∗ ❞❡♥s✐t② ❧♦✇❡r
t❤❛♥ ✶✵%✳ ❋✐❣✉r❡ ✭❛✮ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t ≈ 35% ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❞♦❡s ♥♦t st♦r❡ ❛♥② ❡♥❡r❣②✱ ♦r ❢❡✇ ❡♥❡r❣②
✭❁✶✵%✮ ✉♣ t♦ ✷%✳ P♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ❣r❛✐♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣✿
• ❣r❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ✉♥❞❡r❣♦ ❛♥② ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ♦r s♠❛❧❧ ♦♥❡s✳ ❚❤❡s❡ ❣r❛✐♥s ❞♦ ♥♦t ❞✐ss✐♣❛t❡ ❛♥❞
❞♦ ♥♦t st♦r❡ ❛♥② ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❜✮✮ t❤✉s β∗ t❡♥❞s t♦ s✉❝❤ ❢r❛❝t✐♦♥✿ 00 ✳
• ❣r❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❜✉t ❞♦ ♥♦t st♦r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❣r❛✐♥s ✇❤❡r❡
♣❧❛st✐❝✐t② ❧❡❛❞s t♦ ♠❛✐♥❧② ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♥ t❤❡s❡ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t
t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ♦t❤❡r ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❛❧♠♦st s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✺✵% ♦❢ st♦r❛❣❡ r❛t✐♦✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✭❛✮ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ β∗✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢
st♦r❛❣❡ r❛t✐♦ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ st♦r❡ ✭≈ 50% ❛t s✉❝❤ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧✮ ❛♥❞
t❤❡ ♦♥❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t st♦r❡ ✭≈ 0%✮ ❡♥❡r❣②✳
■t r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❛t ❡❛r❧② ♣❧❛st✐❝✐t②✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ st♦r❛❣❡ ♠❛② ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧❡❛❞❡❞ ❜② ❛
♣❛r❛♠❡t❡r α ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❣r❛✐♥s ✭♦r ♣❧❛st✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ st♦r❛❣❡
t❤❛♥ ❜② ❛ r❡❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ st♦r❛❣❡ r❛t❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
❛s ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✱ ✇✐t❤✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♠❛t❡r✐❛❧✱ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ str❛✐♥ ✜❡❧❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐t
s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ β∗ r❛t✐♦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t✳
■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✱ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ β∗ r❛t✐♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡✢❡❝t ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❞
♦❢ st♦r❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❤✐❣❤ ❛♥❞ t❤❡♥ ❧♦✇ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✹❪✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢
str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✭❛✮✮ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
♦❢ ❣r❛✐♥s ✇❤✐❝❤ st♦r❡ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ✭❁✶✵%✮✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠
✺✵ t♦ ❧❡ss t❤❛♥ ✸✺% ❛t ✷✳✺% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ β∗ r❛t✐♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛❜♦✉t ✺✵% ♦❢ ❣r❛✐♥s
❞✐❞ ♥♦t st♦r❡ ❛t ♣♦✐♥t A ✭ε ≈ 0.4%✮ ❛♥❞ ≈ 35% st✐❧❧ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛s❡ ❛t ✷✳✺% ♦❢ str❛✐♥✳ ■t
✺✳✷✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✶✼✺
✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ t❡♥❞s t♦✇❛r❞ ❛ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s st❛t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛ ❤✐❣❤ str❛✐♥
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤✐s str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ♣❤❛s❡
✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♠✐❝r♦s♣❧❛st✐❝✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ♣❤❛s❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ♣♦✐♥t ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ✭❜✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦tt❡❞
❧✐♥❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ✭❛✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ β∗ r❛t✐♦ ❛t ✷% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t②
♦❢ β∗ r❛t✐♦ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵% ❛❧♦♥❣ t❤❡ A−B ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✭❛✮✮
■t ✐s t❤❡♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♦r β∗ r❛t✐♦ ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡✲
♠❡♥ts✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✳
❋✐❣✉r❡s ✺✳✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r β∗ r❛t✐♦ ♣❡r ❣r❛✐♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥tr❛✲
❣r❛♥✉❧❛r r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲❜❛♥❞s ❞❡♥s✐t② ♣❡r ❣r❛✐♥✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❛ ❣r❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡
♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② s❝❛tt❡r❡❞ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ♥♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ ♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ β∗ r❛t✐♦ ❛♣♣❡❛rs
t♦ ❜❡ ♦❜✈✐♦✉s✳ ❚❤✉s ✐t ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ❛ ❞✐r❡❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣✲❜❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ st♦r❛❣❡ r❛t✐♦
❛♥❞✴♦r st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❞✐r❡❝t st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② r❡❧❡✈❛♥t
r❡s✉❧t✱ ✐t ♠✉st ❡①✐st ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣✲❜❛♥❞s ✭✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✮✱ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭✐♥t❡r✲
❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✮ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳
❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✵ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ Es✱ t❤❡ β∗ r❛t✐♦✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡
♠❡❛♥ ❣r❛♥✉❧❛r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ❛r❡
✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✿ r❡❣✐♦♥s ❢r♦♠ A t♦ E ❞❡♥♦t❡ ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤❡ β∗ r❛t✐♦ ❛r❡
♥✉❧❧ ♦r ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ F ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡s
❢r♦♠ ≈✷✸✵ ▼P❛ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ G ❞❡♥♦t❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡
✐♥t❡♥s❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
✶✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✜rst❧② t❤❛t t❤❡ β∗ r❛t✐♦ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♦♥❡ Es ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✮✳ ■♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❤✐❣❤✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♦♥ t❤❡
t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡①♣❡♥❞❡❞ ♦♥❡ ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡❧②✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s✱ ✐♥ ❜♦t❤ ✜❡❧❞s✱ s♦♠❡ ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥✉❧❧ ♦r ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦s ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❤❛✈❡ st♦r❡❞ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❆♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t②✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❝✮✮✱ t❤❛t ❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ♥♦t❡❞ A✱ B✱ C✱
D ❛♥❞ E ❡①❤✐❜✐t ❛ r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✺%✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ♠♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s ✐♥ r❡❣✐♦♥s
B✱ C ❛♥❞ E✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❛♥ β∗s r❛t✐♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s❧✐♣ ❜❛♥❞s
❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t st♦r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ r❡❣✐♦♥s
t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❝t✐✈❛t❡ ❞❡♥s❡ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s❡ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❡①✐st✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦✇ ♣❧❛st✐❝✐t②
r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦✇ β∗ r❛t✐♦ ♦♥❡s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳
❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ β∗ r❛t✐♦ r❡✢❡❝ts ♣❛rt❧② t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱
t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣r❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ β∗ r❛t✐♦ ❧❡❛❞❡❞ ❜② ❧♦✇ str❛✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❛♥ β∗ r❛t✐♦ ❢♦r ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥❡❞ ❣r❛✐♥✱ ✐✳❡✳ ≈✺✵% ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳ ❚❤✉s t❤❡
❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♥❞✉❝t t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ✭♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝✮ β∗
r❛t✐♦✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✺❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡ β∗
r❛t✐♦ r❡❛❝❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✺ ❛♥❞ ✹✺ % ❜❡❢♦r❡ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ✵%✱ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ t♦ ≈✹✺% ❛t ≈✸% ♦❢ str❛✐♥ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✮ ✐s ✐♥
♣❛rt ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♥♦t t♦ ❛ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ st♦r❛❣❡ r❛t✐♦✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛t ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ s❝❛❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
β∗ r❛t✐♦ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧♦❝❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ♦r ✐❢ ✐t ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t β∗ r❛t✐♦ ❛❜♦✉t ✺✵% ❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛st✐❝ ❣r❛✐♥✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♣❧❛st✐❝
❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❧♦✇ str❛✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤✉s t❤✐s r❡s✉❧t ❛s❦s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿ ✐s t❤❡ β∗ r❛t✐♦ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭♦r ❝r②st❛❧✮
✺✳✷✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✶✼✼
❝♦♥st❛♥t✱ ❛t ❧❡❛st ❞✉r✐♥❣ t❤❡ st❛❣❡ ■ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ β∗ r❛t✐♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r
t❤❡ st❛❣❡ ■■ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦r❛❣❡ r❛t❡❄
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♣♦✐♥t ♦✉t✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✾ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦✇ β∗ ❛♥❞
❧♦✇ s❧✐♣✲♠❛r❦s ✐s ♥♦t s②st❡♠❛t✐❝ t❤✉s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧②✳ ■t ✐s ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥ F ✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ✭❛✮ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ✭❜✮ β∗ r❛t✐♦✱ ✭❝✮ r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣ ♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✭❞✮ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ r❡❣✐♦♥ F ✭s❡❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✮ ❧♦❝❛❧✐③❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ ≈✷✸✵ ▼P❛ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ t❡st✱ t❤✉s ❞✐ss✐♣❛t❡s ❛ ❧♦t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r r❡❣✐♦♥s✱ ❛t ❧❡❛st ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
st♦r❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ❛t ❧❡❛st ❧♦❝❛❧❧②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛r❡ ♥♦t ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ♠♦r❡
♥✉♠❡r♦✉s ♦r ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ✐t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥♦t
✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❝❡♣t❡❞ ✐♥ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❣r❛✐♥s✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ✐♥ t❤r❡❡ s♠❛❧❧ ❣r❛✐♥s t❤❡ ❧❛r❣❡r
✶✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
❛♠♦✉♥t ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧✳ ▲❡t s❡❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛♥✉❧❛r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❞✮✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❡st✳ ❋♦❝✉s ♦♥ ❛ r❡❣✐♦♥ G✳ ❚✇✐♥s
✭Σ3 ✐♥t❡r❢❛❝❡s✮ ❛r❡ r❡❞ ❝♦❧♦r❡❞✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤✐s r❡❣✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♠❛♥② ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦✇ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳
❁✹✵o✱ s♦♠❡ ❣r❛✐♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ✺✵% ❛♥❞ ♦♥❡ ❣r❛✐♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✐s ❛❜♦✉t ✻✵%✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡❣✐♦♥ F ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣r❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ❞❡❢♦r♠s ✉♥✐❢♦r♠❧② ✇✐t❤ t❤❡✐r
♥❡✐❣❤❜♦rs ✭❢❡✇ ♠✐s♦r✐❡♥t❡❞✮✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡❛❞s t♦ str♦♥❣❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② t❤❛t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡✱
✇✐t❤✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ❝❧❡❛r❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✽✳✼ ③♦♦♠ R1✮✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❝♦✉❧❞
❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ β∗ r❛t✐♦ ❛♥❞ s❧✐♣✲♠❛r❦s ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥✲
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠✉st ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❤❡❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❢❡✇ ♠✐s♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
❢♦rt✉✐t♦✉s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♥♦t❡❞ G ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❜✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥
✜❣✉r❡ ✺✳✶✶ t❤❛t t❤✐s r❡❣✐♦♥s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② ❛t Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❤❛s s❡❡♥ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✶✳✶ t❤❛t ✐♥t❡♥s❡ ❣❛♣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇✐♥s ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❜✮ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❤✐❣❤ β∗ r❛t✐♦ ♠❛✐♥❧② ❛❜♦✉t ✻✺%✱ ❛♥❞
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛t ✐ts ❧❡❢t ❡①tr❡♠✐t②✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶
❜② ❛♥ ❛rr♦✇✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❡❛❝❤❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✵% ✐♥ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❛ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ s❧✐❞✐♥❣ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡❡♠s r❡✢❡❝t ❛ str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ st♦r❛❣❡ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡❤❛✈✐♦r ✭s❧✐❞✐♥❣✮✳
✺✳✸✳ ▲♦❝❛❧ ✷❉ t❤❡r♠❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ✶✼✾
❆ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐ss✐✲
♣❛t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ ❆✸✶✻▲ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st
✉♣ t♦ ✷✼✵MPa ❛♥❞ ✷✳✺% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠❡s ♣❧❛♥❡ str❡ss
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡✱ ❛ str❡ss ✜❡❧❞ ❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✱ t❤❡
♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✼✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❧✐♥❡❛r❧② ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ β∗ r❛t✐♦ ❛❧❧♦✇s ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♠❛✐♥❧② t✇♦ ❦✐♥❞s
♦❢ ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ✭✶✮ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ st♦r❛❣❡ r❛t✐♦ ✭❁✶✺%✮ ✇✐t❤✐♥ ❛❜♦✉t ✸✵% ♦❢ ❣r❛✐♥s
❛t ✷✳✺% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛ ♠❡❛♥ st♦r❛❣❡ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✺✵% ✇✐t❤✐♥ t❤❡
r❡st ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧♦✇ st♦r❛❣❡ r❛t✐♦ ❞♦♠❛✐♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦
r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✉s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ ❡❛r❧②
♣❧❛st✐❝✐t② ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β∗ ♠❛② ♠♦r❡ r❡✢❡❝t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣❧❛st✐❝
✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① t❤❛♥ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ r❛t✐♦ ♦❢ st♦r❛❣❡✳ ■t ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♥
✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣r❛✐♥s
✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ st♦r❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❡♥❞s t♦✇❛r❞ ❛ ♠♦r❡ ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s str❛✐♥ st❛t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ ❜❛♥❞s✱ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ β∗ r❛t✐♦ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳
■♥❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ st♦r❛❣❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ♠♦st ♦❢
r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ β∗ r❛t✐♦ ✐s ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t②
✐s ❛❧s♦ ✈❡r② ❧♦✇✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ s♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t β∗ ❧❡✈❡❧ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t❧② ♠❛r❦❡❞ ❛♥❞✴♦r ♠✐s♦r✐❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ r❡♠❛✐♥s t❤❛t ❛ ❧✐♥❦ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞
st♦r❛❣❡ st❛t❡ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❧✐♥❦ ✐s ♥❡✐t❤❡r s②st❡♠❛t✐❝
♥♦r ❞✐r❡❝t✳
✺✳✸ ▲♦❝❛❧ ✷❉ t❤❡r♠❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥
❆s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡❞ ❛♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡s✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ✷❉
❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② t❡r♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❛❧ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✱ −k
T∫
t=0
∆2T · dt✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts ❤❡❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦t❡❞ Ehp✱ ❛♥❞ ✷❉ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣②✱ ♥♦t❡❞ Ehl✱
♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❆✸✶✻▲ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡
t✐♠❡ t❡st ♦❢ ρCvT˙ ❛♥❞ −k∆2T r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✶✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
✭❛✮ Ehl =
T∫
t=0
−k∆2T · dt ✭mJ.mm−3✮ ✭❜✮ Ehp =
T∫
t=0
ρCvT˙ · dt ✭mJ.mm
−3✮
✭❝✮ < Ehp >✱ < Ehl > ❛♥❞ E
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hl ✐♥ mJ.mm
−3
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ✭❛✮ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❆✸✶✻▲ ✢❛t s♣❡❝✐♠❡♥ ✉♣ t♦ ✷✳✺% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧
str❛✐♥✱ ✭❜✮ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❤❡❛t ❡♥❡r❣② ❧♦st ❜② ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✭❝✮
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✲❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ✧✵❉✧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ♦♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✭❛✮ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ≈ ✲✸✵ t♦ ✸✵
mJ.mm−3✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ♣r❡s❡♥ts ❧❡✈❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳
✺✳✸✳ ▲♦❝❛❧ ✷❉ t❤❡r♠❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ✶✽✶
Ehl ✐♥ mJ.mm−3 ❬✲✺✱ ✺❪ ❬✲✶✵✱ ✲✺❬ ❯ ❪✺✱ ✶✵❪ ❬✲✸✵✱ ✲✶✵❬ ❯ ❪✶✵✱ ✸✵❪
●r❛✐♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ % ≈ 71% ≈ 16% ≈ 12%
❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❡st❡❞ ❆✸✶✻▲
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥ts ✐ts ♠❡❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦t❡❞ < Ehl >✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ str❛✐♥✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ t❡st✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥st❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣✐❝t✉r❡s ✺✳✶✷ ✭❛✮ ❛♥❞✭ ❜✮✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤❡❛t ❧♦ss❡s
❡♥❡r❣② ✐s ✵✳✵✽ mJ.mm−3✳ ❚❤✉s ❛❧t❤♦✉❣❤ ❣r❛♥✉❧❛r ❤✐❣❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✭❛✮✮ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ❧♦✇ ❡✈❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
♠❡❛♥ ❤❡❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ♥♦t❡❞ < Ehp >✱ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✺✳✶✷ ✭❝✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ < Ehl >
r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✵✳✶✸ mJ.mm−3 ✇❤✐❧❡ < Ehp > r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✵✳✼ t♦ ✸✳✸ mJ.mm−3✳ ❚❤✐s ❧♦✇ ❡♥❡r❣②
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣②
✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡r♠ ρCv θ˜τeq ✳ ■ts ✐s ♥♦t❡❞ E
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hl ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✺✳✶✷ ✭❝✮ ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠
≈ −0.01 t♦ ≈ −0.05 mJ.mm−3 ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ < Ehl >✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t < Ehl >
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡❧❧② ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ E0Dhl ❢r♦♠ ✵✳✻% ♦❢ str❛✐♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❜❡❣✐♥✐♥❣ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✭s❡❡
♣♦✐♥t ❆ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✮ ❛♥❞ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❢r♦♠ ✶✳✷% ♦❢ str❛✐♥✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ E0Dhl ✉♥❞❡r❧✐♥❡s ❛ ❞❡✈✐❛✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ ✧✵❉✧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ❧♦❝❛❧✐③❡❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤❡❛t ❧♦ss❡s
❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✐ts ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡✈❡❛❧s ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t②
r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■t ❛❧s♦ ♣♦✐♥ts t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ ❛ ✧✵❉✧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❧♦✇
str❛✐♥ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ✷% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❛t ✷% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✱ < Ehl > ❞❡❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ✵✳✶✸ t♦ ✵✳✵✽ mJ.mm−3 ❛♥❞ t❡♥❞s t♦✇❛r❞ E0Dhl ✳
■t r❡✢❡❝ts ❛ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s
❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞✴♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s✳
▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭s❡❡
❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮✿
d1 = ρCvT˙ − k∆T − T ∂σ
∂T
: ε˙e ✭✺✳✷✶✮
❋r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
♠✉st r❡♠❛✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♥❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛❞♠✐ts t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ t❤❡ ❤❡❛t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♦♥❡ ♠✉st r❡♠❛✐♥ s❡♣❛r❛t❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥✉❧❧✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✺✳✶✷ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛t ❧❡❛st
✐♥ s♦♠❡ ❣r❛✐♥s ✭≈ 28% ♦❢ ❣r❛✐♥s s❡❡ t❛❜❧❡ ✺✳✸✮✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ♦♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✭❝✮ t❤❛t ❛✈❡r❛❣❡❞
q✉❛♥t✐t✐❡s✱ < Ehl > << < Ehp > ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❛r❡ ❧♦❝❛❧❧②
✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ✐♥❢r✐♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♥♦ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❡♥❡r❣②
✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✿
• s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ tr❡❛t♠❡♥t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱
✶✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ −∆2T ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❧② ✐❢ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T˙ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ T˙ ✐s ♥♦t
✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡
❜✉t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❧♦✇ ❛♥❞ s♠♦♦t❤✳ ❆s t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤❛s
❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✭❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ❁✷✺❍③✮ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞
✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❜✐♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❜❛s❡s ♣❡r ❣r❛✐♥✮ ✐t ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❡r♠ T˙ ❛♥❞ −∆2T ❛r❡
♥♦ ♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳
• ❞❛t❛ tr❡❛t♠❡♥t ❛s ♥♦♥❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♦♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
tr❡❛t❡❞ ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤✉s s♦♠❡ ❣❛♣s ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①✐st ❛ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❍❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
T∫
t=0
−k∆2T ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤✉s ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r ❣❛♣s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t✳ ❙✉❝❤ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❛② ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❜❡ ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r s✉❝❤ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳
• ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❤❡r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t
❛♥②♠♦r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ♣♦ss❡ss ❝♦❧✉♠♥❛r ❣r❛✐♥s✳ ▼❛♥②
❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛✐♥s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥
t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥✱ t❤❡ Z ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✻✮✱ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ✐s ♠✐ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞✴♦r tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ✷❉ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣②
❧❡✈❡❧✳
❖♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❤❡r❡ s♦♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦✐♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡r❡ t❤❡
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠✳
❚❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t ❛ss✉♠❡s ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρCvT˙ ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❤❡r❡ Whp ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ ♦❢ ✐ts t✐♠❡
✐♥t❡❣r❛❧ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡ Ehp✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s Whp
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t✐♠❡ ✜❧t❡r❡❞ ❛♥❞ ✉♥✜❧t❡r❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❞❛t❛✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✭❛✮ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❤❡❛t ♣♦✇❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✉♥✜❧t❡r❡❞ ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥ ✭❜✮
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡st✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ♦♥ ✭❛✮ t❤❛t t❤❡ ✐♥st❛♥✲
t❛♥❡♦✉s ❡♥❡r❣② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✉♥✜❧t❡r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ≈✲✺✵ t♦ ≈✺✵ mW.mm−3 ❝♦♥tr❛r②
t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✜❧t❡r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ≈✲✺ t♦ ≈✺ mW.mm−3✳ ❚❤✉s✱ ✐t
❛♣♣❡❛rs t❤❛t ✇❤❡♥ ✉♥✜❧t❡r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ρCvT˙ t❡r♠ ✐s ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ −k∆2T ♦♥❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✭❛✮✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✭❜✮ s❤♦✇s
t❤❛t ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉s❡❞ ✭✜❧t❡r❡❞ ♦r ♥♦t✮ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t❡st ✐s ❛❧♠♦st t❤❡
s❛♠❡✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ❤❛s ❝♦♥s❡r✈❡❞ t❤❡ ❤❡❛t ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛❧♦♥❣ ✐ts
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❚❤✉s ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ❬✷✺❀+∞❪ ❍③ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❤❡❛t ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ≈✷✳✺ t♦ ≈✸✳✺ mW.mm−3 ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐s ❧♦❝❛❧❧②
✶✵ t✐♠❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤❡❛t ❧♦ss❡s t❡r♠✱ Ehl✳
✺✳✸✳ ▲♦❝❛❧ ✷❉ t❤❡r♠❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ✶✽✸
✭❛✮ Whp = ρCvT˙ ✭mW.mm
−3✮ ✭❜✮ Ehp =
T∫
t=0
ρCvT˙ · dt ✭mJ.mm
−3✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❧t❡r❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦❢ ✭❛✮ ❤❡❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♣♦✇❡r t❡r♠ Whp ❛♥❞ ✭❜✮ ❤❡❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t❡r♠ Ehp
✭❛✮ θ = T − T0 ✭mK✮ ✭❜✮ Whl(2%) = −k∆
2T ✭mW.mm−3✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❛✇✱ ❣r❛♥✉❧❛r ❛♥❞ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r❡❞ ✭❛✮ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ✭❜✮
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥t❛♥t❛♥❡♦✉s ❤❡❛t ❧♦ss❡s ♣♦✇❡r Whl ❛t ✷% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥
✶✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥t ♣r♦✜❧❡s✹ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛t ✷% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✶❉ ❤❡❛t ❧♦ss❡s
♣♦✇❡r✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥✿ t❤❡ ✉♥♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ❣r❛✐♥
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛ s♠♦♦t❤ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ ✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ✐s ❜✉✐❧❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞ ✐ts ❧♦❝❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❤❡❛t
❧♦ss❡s ❡♥❡r❣②
t=T∫
t=0
−k∆T · dt ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤❡❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
t=T∫
t=0
ρCvT˙ · dt✳ P✐❝t✉r❡ ✺✳✶✹ ✭❛✮
❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❣r❛✐♥s ♣♦s✐t✐♦♥s ✭ ❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♥ t❤❡
✉♥♣r♦❥❡❝t❡❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ♣❡r♠✐ts t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♠❛♥② ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❡①❤✐❜✐t ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛♣
♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❘❡❞ ♣♦✐♥ts ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s s❧✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✺✲✷✵ mK ❛♥❞ s♦♠❡ ❣❛♣s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉♣ t♦ ✽✵ mK ✇✐t❤✐♥
s♦♠❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ tr❡❛t♠❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r
✸✳✶✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡r♠❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❣r❛✐♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r② r❡s✐st❛♥❝❡ ❡①✐st ❬❑❛♣✐t③❛ ✶✾✹✶❪ ❛♥❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❆s ❛ t❤❡r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s✐st❛♥❝❡ ❡①✐st
❬❑❛♣✐t③❛ ✶✾✹✶❪✱ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❞♦♠❛✐♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ■t t❛❦❡s ♣r♦✜t ❛t ❜❡st ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞❛t❛ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡
♠❡t❤♦❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ■♥❞❡❡❞ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t
❛❢t❡r t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱
t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② t❡♥❞s t♦ ✈❛♥✐s❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♠♦♦t❤ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥②
s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✳✷ mm2✱ ✐t ♦♥❧② r❡✢❡❝ts ❛ ♠❡❛♥ ❧♦❝❛❧ tr❡♥❞ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s ♣r♦❥❡❝t❡❞
♦♥ ❛ ❜✐♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❜❛s✐s ♣❡r ❣r❛✐♥✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❧❡❛❞s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✭❜✮ t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ❤❡❛t
❧♦ss❡s ♣♦✇❡r ♣❡r ❣r❛✐♥✳ ■t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✶✺ t♦ ✶✺ mW.mm−3 ❛t ✷% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ s♠♦♦t❤ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❧❡❛❞s t♦ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ♣♦✇❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✲❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✷✳✺ t♦ ✷✳✺ mW.mm−3 ❛♥❞ ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✐t ❡①✐sts ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇❤❡♥ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❧♦❝❛❧
t❤❡r♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② ❡✈❡r② ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶ t❤❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r q✉❛♥t✐t✐❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
♣r♦❥❡❝t❡❞ ✜❡❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧❡✈❛♥t r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐s ❡♥s✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✜❧t❡r❡❞ ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❤❛s ❜❡❡♥
❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧
❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ✈❡r② ❧♦❝❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ ✜rst ♦r❞❡r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞✱ ✐✳❡✳ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♥❡s✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❣r❛♥✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ♥♦♥❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② ♠✐s❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠
t❤❡ ✷❉ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
✹♣r♦✜❧❡ ♠❡❛♥s ❤❡r❡ ❛ ❝✉t ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ s②♠❡tr② ❛①✐s ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥
✺✳✸✳ ▲♦❝❛❧ ✷❉ t❤❡r♠❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ✶✽✺
❞✐s❝✉ss t❤✐s ♣♦✐♥t ❛ ♠♦❞❡❧✲❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t✇♦ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿
• ❍❡❛t s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❧❡❛❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳
• ❚❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ t♦t❛❧❧② ✉♥✐❢♦r♠✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ♥❡t✇♦r❦ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✐s t♦t❛❧❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞
✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳
❆ ❜❛s✐❝ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡rt s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
s✐③❡ t❤❛♥ s♣❡❝✐♠❡♥✲❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✺✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T (x, y, t) ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛
t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❢❛❝❡ ✭✶✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡s❤ ❛s t❤❡ ♠❡s❤ ♦❢ ❞❛t❛ s❡t ✐s ✉s❡❞✱ ✐✳❡✳
✷✺✵①✷✺✵ ♣✐①❡❧s ♦❢ ✷✵µm2 ❢♦r s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✶✵ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❙✉r❢❛❝❡ ✢✉① ❧♦❛❞✐♥❣s
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✱ ❜♦tt♦♠✱ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✸✱ ✺✱ ✹✱ ✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡s❡ ✢✉①❡s
❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❧❛✇ ❢♦r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
Φx(t) = −λ
∆T(t)
∆X
≈ −λ θ(t)
∆X
✭✺✳✷✷✮
Φy(t) ≈ −λθ(t)
∆Y
✭✺✳✷✸✮
✇❤❡r❡ θ(t) = T¯(t) − T0✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r ❛ s❡❣♠❡♥t
❜♦✉♥❞❛r② ✭t♦♣✱ ❜♦tt♦♠✱r✐❣❤t ♦r ❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ r♦♦♠
❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❡❝✐♠❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0✳ ∆X ❛♥❞ ∆Y ❛r❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ s❡❣✲
♠❡♥t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✮✳ λ ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② t❤❡ ♠✐❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ♥✉❧❧ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ✐♠✲
♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢❛❝❡ ✭✻✮✳ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❦❡❡♣❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✹✳
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐✲
♠❡♥✱
∂2T
∂Z2
✱ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡r♠❛❧ ✸❉ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡♥ ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♣❡r ❣r❛✐♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ t❤❡r♠❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✷% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳
✶✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❡❛t s♦✉r❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
❆✸✶✻▲
❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② λ ✶✺ W.m−1.K−1
❉❡♥s✐t② ρ ✽✵✵✵ kg.m−3
❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t Cv ✺✵✵ J.kg−1.K−1
❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❤❡❛t tr❛♥s❢❡rt s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ✉♥❞❡r s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣②✱ ✐✳❡✳
T∫
t=0
−k∂
2T
∂Z2
✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦♥❡s✱ ✐✳❡✳
T∫
t=0
−k
(
∂2T
∂X2
+
∂2T
∂Y 2
)
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✭❛✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
❛❞❞✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✷❉ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t♦t❛❧ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✉s
✐t st✐❧❧ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝✳
✺✳✸✳ ▲♦❝❛❧ ✷❉ t❤❡r♠❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ✶✽✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s
♦❢ s✉r❢❛❝✐❝ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ✷❉ t❤❡r♠❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐ts ❧♦❝❛❧
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ♥♦t ✐♥ ❛❣❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐s✲
s✐♣❛t✐♦♥✱ ❛t ❧❡❛st ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤r❡❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✳
▼❛✐♥s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡✿
✶✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ✐♥ ❞❛t❛ tr❡❛t♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s
♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳
✷✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐✲
♥✉✐t✐❡s s❡❡♠s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r
st✉❞②✳
✸✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ t❤❡r♠❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥❛r ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳
❙♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛rt ✼✳✶✳

❙②♥t❤❡s✐s
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ♣✉t ✐♥ ❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ■t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ str❛t❡❣② ❛♥❞
t❤❡♥ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✲
✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠❛♥② ♣♦✐♥ts s✉❝❤ ❛s✿ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ②✐❡❧❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❉✉r✲
✐♥❣ t❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛ ❝❧❡❛r ❧✐♥❦ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣❧❛st✐❝✐t②✱
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ♣❡r♠✐t t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢
t❤❡r♠❛❧ ❜❛rr✐❡rs✿ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❛st✐❝
❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ❝❧♦s❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st♦♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❊✈❡♥✐❢✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❝♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❤❡❛✈② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✜♥❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✲
✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✐♥ t♦t❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss s♦♠❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ♦✉r
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥
s❤♦✇♥✱ ♥♦t❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛ ✸❉ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛
str❡ss ✜❡❧❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❛❝❝❡ss t♦
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❞❛t❛✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❛t❡❣② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛rt✳
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✻✳✸✳✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✷
✻✳✸✳✸✳✷ ❊❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✷
✻✳✸✳✸✳✸ ❋❧♦✇ r✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✺
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✻✳✸✳✸✳✺ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾
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✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✻✳✶✳✶ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ s❝❛❧❡
❆ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐s ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✈❛r② ♦✈❡r ❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❝❡❧❧ s✐③❡✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ❣r❛✐♥✳ ✳ ✳ ✮✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ ✐t✱ ❛ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡
✶✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❊❧❡♠❡♥t ✭REV ✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡r s✐③❡✱ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❤②s✐❝ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t♦ ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❝❛❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ❛t♦♠✳
❆t ❧❡❛st✱ ❢♦✉r s❝❛❧❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✉s❡❞✿
✶✳ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ✿ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❣❡♥❡r❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ✐♥ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ▼❡t❤♦❞s ✭FEM✮
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❋❧♦r❡s ✷✵✵✼❪✳ ❆t s✉❝❤ s❝❛❧❡✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥② ♦t❤❡r str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥ ✧s✐♠♣❧❡✧ ❧❛❜♦r❛t♦r② t❡sts ✭t❡♥s✐♦♥✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ t♦rs✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
s✐♠♣❧❡ s❡♥s♦rs ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❧♦❛❞ ❝❡❧❧✱ ❡①t❡♥s♦♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✮✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❣✐✲
♥❡❡r✬s s❝❛❧❡ ✇❤♦ ❤❛s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣❧② r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✷✳ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ✿ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❢r♦♠ ❤✉♥❞r❡❞s t♦ t❤♦✉s❛♥❞s ❣r❛✐♥s✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ ❈r②s✲
t❛❧❧✐♥❡ P❧❛st✐❝✐t② ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼♦❞❡❧ ✭CPFEM✮✳ ❊❛❝❤ ❣r❛✐♥ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ♥♦t✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠
♣❡r ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❣r❛✐♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ✐♥ ✷❉✱ ✸❉ ♦r
t♦ ✉s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ✜❝t✐✈❡ ❣r❛✐♥ ♣❛tt❡r♥s ❜❛s❡❞ ♦r ♥♦t ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡s❤ ❬▼✉s✐❡♥❦♦ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦r
✜❝t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♣❡r✐♦❞✐❝✱ ✉♥✐❢♦r♠✳ ✳ ✳ ✮✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ✇✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✿ ♥♦ r❡❛❧✐st✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❡rr♦rs ❬❊✈r❛r❞ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤✐s s❝❛❧❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✇✐t❤✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✜♥❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ❛♥❞ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✸✳ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❧❡✈❡❧ ✿ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭DDD✮✳
✻✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✾✺
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✸❉ ❜♦① t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥t✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✸❉ ❧❛tt✐❝❡ ✭❢♦r
❋✳❈✳❈✳ ♠❛t❡r✐❛❧ s❡❡ ❬❘♦❜❡rts♦♥ ✷✵✵✶❪✮✳ ❙✉❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡q✉✐r❡❞ ✜♥❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ t❡st❡❞✳ ❆t t❤✐s s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s❡❣♠❡♥t ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ t♦ ✜♥❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦❜st❛❝❧❡s✱ ❞❡❢❡❝ts✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✢♦✇✳ ■t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
✹✳ t❤❡ ❛t♦♠s ❧❡✈❡❧ ✿ ✐t ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ✭MD✮✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡ ✳ ✳ ✳ ■t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠s✱ ✐✳❡ ✧❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s✧ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ■t ♣❡r♠✐ts ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✜rst
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❬❈❤❛♥❣ ✷✵✵✼❪✳ ❆ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❬❋r❛♥❦❧❛♥❞ ✷✵✵✸❪✳
❊❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ r❡q✉✐r❡s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t♦ ❛❝❝❡ss t♦ s✐♠✐❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦
♠♦❞❡❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ❝♦♥❢r♦♥t r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧❡✈❡❧ r❡❢❡rs t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣♦❛❧✱ ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥
❛♥❞ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♠❜✐♥❡ ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧❡✈❡❧
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✉♣♣❡r s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❈❤❛♥❣ ✷✵✵✼❪ ✇❤❡r❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞
❜② ♥❛♥♦✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ t❡st ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❛t♦♠✐❝ s❝❛❧❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❡❧❞s✮✳
✻✳✶✳✷ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ t❡①t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✱
❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛r❡ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡s ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧
❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠♦❞❡❧✳
✶✳ ❚❤❡ ✜rst ❛✐♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥✲
s✐sts ✐♥ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♠❡tr♦❧♦❣②✱ s♠♦♦t❤✐♥❣✱ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛✲
t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱
t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s
❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞s ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ❣✐✈❡♥ ❛♥❞
❦♥♦✇♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✇❛②s
t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✐✳❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ str❛✐♥
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✱ ❝❤r♦♥♦❧♦❣② ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ t❤❡r♠❛❧
❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ✜❡❧❞ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧s✳ ✳ ✳
✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞✐❛✲
❧♦❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❤❛r❞❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
✶✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❢r♦♠ s✉r❢❛❝❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✱
❡①❛❝t❧② ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉♥♠❡❛s✉r❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤
❛s ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥s✱ str❡ss❡s✱ s❧✐♣ s②st❡♠s ❛❝t✐✈✐t②✳ ✳ ✳
❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❜♦t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦✐♥ts✱ ✐✳❡ t♦ ❝♦♥✜r♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t♦ ❛❝❝❡ss t♦ ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛r② ✉♥♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✜❡❧❞s✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❛♥❛❧②③❡❞ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✷❉ ♦r ✸❉ ❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠♦♠❡✲
❝❤❛♥✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❡❛❧✐st✐❝ ❣r❛✐♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳
t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ s✉❝❤ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧
t♦ r❡♥❞❡r ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✻✳✶✳✸ ❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s
■♥ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛✉t❤♦rs ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✇♦r❦ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t♦ ❛❝✲
❝❡ss ♥♦t❛❜❧② t♦ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦r ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞s
✉♥❞❡r ♣✉r❡❧② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ t❡①t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r
❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
✜❡❧❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✳ ✳ ✳
❚❤❡ ♣✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♠❛st❡r❡❞✳ ❙✐♥❝❡
❛❜♦✉t ✺✵ ②❡❛rs✱ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① t❤❡♦r✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦
❬❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ✶✾✻✹✱ ❆s❛r♦ ✶✾✽✸✱ ❆s❛r♦ ✶✾✽✺❪✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s❡✈❡r❛❧
♠✐❝r♦s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ❋✐rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s ♦❢ P✐❡r❝❡
❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❬P❡✐r❝❡ ✶✾✽✷✱ P❡✐r❝❡ ✶✾✽✸❪✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❬❘♦t❡rs ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛t
❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉❝❤ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t✱ ♥♦t❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❙❛❛✐ ❬❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦r ❤❛s ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ❜✐❝r②st❛❧ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧♦❝❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s ❛ ✜♥✐t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚❛❜♦✉r♦t
❬❚❛❜♦✉r♦t ✶✾✾✼❪✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❋❊ ❝♦❞❡ ❆❇❆◗❯❙ ✐♥ ✐ts ❡①♣❧✐❝✐t
❢♦r♠ ❬❉❛ss❛✉❧t✲❙②st❡♠ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ st✉❞② ♥♦t❛❜❧② ❛❧❧♦✇❡❞✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✜rst ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ■♥❢r❛r❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦r ❡♠♣❤❛s❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡❛♥ ❤❡❛t ❧♦ss❡s
♣❡r ❣r❛✐♥ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛r st✉❞✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❞♦♥❡ ♦♥ ♦❧✐❣♦❝r②st❛❧ s♣❡❝✲
✐♠❡♥ ✭❣r❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✼ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ r❡❣✐♦♥✮ ❬❇❛❞✉❧❡s❝✉ ✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠✉❧t✐❝r②st❛❧ s❛♠♣❧❡ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❛❧ ❣r❛✐♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦♥ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡s t❤❡♥
✻✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✾✼
❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✇❛s t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❑❛❧✐❞✐♥❞✐ ✶✾✾✷❪✳ ❘❡s✉❧ts ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ♥♦t❛❜❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ♦♥
✐♥❡❧❛st✐❝ ❡①♣❡♥❞❡❞ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✶✵ t♦ ✾✵ % ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ r❡❛❝❤ ✺✵%
❛t ≈ 7% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✳
❋♦r r❡❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞✴♦r ❋❊ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆ ❢✉❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠♦✲♣❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r② ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❬❉✐❧❧♦♥ ✶✾✻✸❜❪
❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜♥✐t❡ str❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❙✐♠♦ ✶✾✾✷❪✳ ◆♦t❡
t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r♠♦✲❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡r♠♦✲♣❧❛st✐❝ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ str❛✐♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❤♦t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❬❖❤ ✶✾✽✾❪✳ ◆❡✈❡r✲
t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❧s♦ r❡❝❡♥t ❛♥❞ ✐s
st✐❧❧ st✉❞✐❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞
✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ❋❊▼✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ s❡❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ♦❢ ❍å❦❛♥ss♦♥ ❬❍å❦❛♥ss♦♥ ✷✵✵✽❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ t❡①t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❤❡❛t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❛s st✉❞✐❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ r❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✐s♦t❤❡r✲
♠❛❧ ❛♥❞ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✹✵✵ r❛♥❞♦♠❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛✐♥s✳ ❆
❚❛②❧♦r ❛✈❡r❛❣❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧♦✇ ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❬❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ✶✾✼✻✱ ▼ér✐❝ ✶✾✾✶✱ ❇✉ss♦ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ♥♦t❛❜❧② ❛ ❣r❡❛t
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ t❡①t✉r❡✱ ✐✳❡ ●♦ss✱ ❇r❛ss✱ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♥❡ ♦r s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞
t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ♦♥ ❡①♣❡♥❞❡❞ ♦♥❡✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱
❱✐♥❝❡♥t ❬❱✐♥❝❡♥t ✷✵✵✽❪ ✇♦r❦❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝②❝❧✐❝ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ t❤❡r♠❛❧
❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❛t ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✉s❡❞ ♥♦t❛❜❧② ❛ ♠✐❝r♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s t❤❡ ♦♥❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❈❛✐❧❧❡t❛✉❞ ✶✾✾✷❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r s❤♦✇♥ t❤❛t ✐ts t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐✳❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦♥
❧✐♥❡❛r✲✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ❧✐♥❡❛r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♦r
t❤r❡❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝②❝❧✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❆✸✵✹▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧✳ ❊✈❡r② ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦
❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛❧s♦✱ ✐✳❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥t
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r
❡✈✐❞❡♥❝❡❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② st✉❞② s♣❡❝✐♠❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♥♦♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r ♥♦t t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st♦r❡❞ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❬▼❛r❡❛✉ ✷✵✶✶❪ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡
❛✐♠ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✇❛s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ st❡❡❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s s✐♥❝❡ ✐t
❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❚✇♦ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞✿ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ♣✐♥♥❡❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ❛♥❡❧❛st✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♦♥❡✳ ❘❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧
❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s❡❧❢✲❤❡❛t✐♥❣ t❡sts ❬❉♦✉❞❛r❞ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r
❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ♥♦t❛❜❧② t❤❛t ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛✐♥s ❢♦r ♣❧❛st✐❝✐t② ❛r❡ ❛❜♦✉t ✸✵ t✐♠❡s ♠♦r❡ ❞✐ss✐♣❛✲
t✐✈❡ t❤❛♥ ♦t❤❡r ❣r❛✐♥s ❛♥❞ s♦ ❛r❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ s✐t❡s ❢♦r ♠✐❝r♦❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳
✶✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❋r♦♠ t❤✐s ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠❡t❛❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦r
t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ❛♥ ♦❧❞ ❛❞❞r❡ss❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇✐❞❡❧② tr❡❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥t❡r❡st ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ❢❛t✐❣✉❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s
✈❡r✐✜❡❞ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐✳❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦r
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❈r②st❛❧ P❧❛st✐❝✐t② ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭❈P❋❊▼✮✳
❖♥❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐s ♥❡✈❡r ❞♦♥❡ ❛t ❧❡❛st
✐♥ s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳ ❆ ✜rst r❡❛s♦♥ ✐s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ❛❝❝❡ss✐♥❣ t♦ ❧♦❝❛❧ t❤❡r✲
♠❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❆ s❡❝♦♥❞ r❡❛s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ s✉❝❤ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
❈P❋❊▼ ❛r❡ ✈❡r② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r✱ ♠♦r❡
♦r ❧❡ss ♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇s✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❛❧s♦ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s ✇❡ ❞✐s♣♦s❡ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥② r❡q✉✐r❡❞
❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♣❛rt t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
✇✐t❤✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ ❋✳❊ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥st✐t✉✲
t✐✈❡ ❧❛✇s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
✻✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❆s ❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ P♦❧②❝r②st❛❧ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ▼♦❞❡❧✐♥❣ r❡♠❛✐♥s ❛ tr✐❝❦② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥❡ ♣r❡s❡♥ts
❤❡r❡ s♦♠❡ ❝❤♦✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✿
• ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ❛r❡ ❜❛s✐❝✳ ❈P❋❊▼✶ r❡♠❛✐♥s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛ t✐♠❡
❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✉s t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✿
✕ ❋✐rst❧② t✇♦ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❛st♦♣❧❛st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✇✐t❤ ❛ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥
❈P❋❊▼✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ s❝❛❧❡✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦r ♥♦t t♦ ✉s❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❛t s✐♥❣❧❡
❝r②st❛❧ s❝❛❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳
✕ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❜♦t❤ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❧❛✇s ❝♦♥t❛✐♥ ❜❛s✐❝ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❢♦r✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡✲
♥✐③❡❞ ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❧❛st✐❝✐t②
♦♥❡s✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✳ ❆ ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s ♦❢ ✈♦♥ ▼✐s❡s
✐s t❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡✛❡❝t✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ❈P❋❊▼ ✐s ✉s❡❞✳ ❆♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✢♦✇ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✳ ❍❡r❡ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
✐ts ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ✐s♦tr♦♣✐❝ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
✶❈r②st❛❧❧✐♥❡ P❧❛st✐❝✐t② ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞
✻✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✾✾
• ●r❛✐♥s ❛r❡ ❝♦❧✉♠♥❛r✱ ♦r q✉❛s✐✲✷❉✳ ▼❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♥❞❡r
❢✉❧❧ ✸❉ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❙❊▼✮
✇✐t❤ ❛ s❝❛♥♥✐♥❣ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✭❋■❇✮ ❬❑❤♦r❛s❤❛❞✐③❛❞❡❤ ✷✵✶✶❪ ✭❞❡str✉❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✮✱ ❳✲r❛②
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❛st t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♥ ❬▲✉❞✇✐❣ ✷✵✵✽❪ ✭♥♦♥❞❡str✉❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✮✱ ✸❉ ❱♦r♦♥♦✐ ♠♦s❛✐❝
✉s✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❊❇❙❉ ❛♥❛❧②s✐s ❬❙✐❣♥♦r ✷✵✶✶❪ ✭♥♦♥❞❡str✉❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✮ ♦r
t♦t❛❧❧② r❛♥❞♦♠ ♦♥❡ ❬❇❛r❜❡ ✷✵✵✶❪✳ ❆ ❧❛r❣❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬❈❛✐❧❧❡t❛✉❞ ✷✵✵✸❪✳ ❍❡r❡ ♥♦ ✇♦r❦ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
t❤❛♥ ❛ ✸❉ ❡①tr✉s✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥✲s✉r❢❛❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❊❇❙❉ ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✮✳
• ▼❡s❤❡s ❛r❡ r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ♥♦ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs
✇♦r❦❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ■♥ ❬▼✉s✐❡♥❦♦ ✷✵✵✾❪✱ t❤❡ ♠❛✐♥s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ♥♦t❛❜❧②
❝♦❤❡s✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♠❡s❤ ✳ ✳ ✳ ❛r❡ r❡♠✐♥❞❡❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s
✧③❡r♦✲✇✐❞t❤✧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s
❛ s❡t ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝✉❜❡s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛❦❡s ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✱ ❜✉t
♣r♦✈✐❞❡s st❛✐r✲❧✐❦❡ ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
✻✳✷✳✶ P♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❋✳❊✳ ▼❡s❤ ●❡♥❡r❛t✐♦♥
❆ ▼❛t❧❛❜ r♦✉t✐♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ■♠❛❣✐♥❣
▼✐❝r♦s❝♦♣② ♦✉t♣✉t t❡①t ✜❧❡ ❛ ❝♦❧✉♠♥❛r ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♠❡s❤ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❆❜❛q✉s ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜✉✐❧❞ ❛♥ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❢♦r ❆❜❛q✉s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳
❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡ ❜✉t t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦❢ ❖■▼ ♦✉t♣✉t t❡①t ✜❧❡ ❢♦r t❤❡ t❡st❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ✭φ1✱ Φ✱ φ2✮
✐s t❤❡ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s✳ x ❛♥❞ y ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ■✳❉✳ r❡❢❡rs t♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❞❛t❛♣♦✐♥t s❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✐♠✐❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦✉♥t ❣r❛✐♥s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ st❡♣s ❛r❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣s✿
φ1 Φ φ2 x y ❣r❛✐♥ ■✳❉✳
✷✳✶✹ ✵✳✺✽ ✹✳✻✹ ✵✳✵ ✵✳✵ ✶
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
✷✳✵✾ ✵✳✺✻ ✹✳✻✽ ✶✹✵✳✵ ✵✳✵ ✶✼✼✻
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❊①❡♠♣❧❡ ♦❢ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ■♠❛❣✐♥❣ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ♦✉t♣✉t t❡①t ✜❧❡
✶✳ r❡❛❞ ❖■▼ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛ s♣❛t✐❛❧ ✜❡❧❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ■❉✳
✷✳ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✸❉ ♥♦❞❡ t❛❜❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦♥❡✳ ❍❡r❡✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛r❡ ❡①tr✉❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡✳
✷✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✸✳ ❝r❡❛t❡ ❣r❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥t s❡ts ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣r❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♥♦t❛❜❧② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s
tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ n ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ n t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥✳
✹✳ ❝r❡❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✳
❚❤❡♥✱ ❡✈❡r② r❡q✉✐r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡ ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t❛❜❧❡✱ ❡❧❡♠❡♥ts s❡ts✱ ♠❛t❡✲
r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆❜❛q✉s ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳
❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✶✼✼✻ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❊✳❇✳❙✳❉✳ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ✷✵①✷✵µm2 ❢♦r ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ✺①✺mm2✳ ❊✈❡r② ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ s✐♠✐❧❛r ❣r✐❞✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝
❣r✐❞ ✐s ✉s❡❞ ❛s r❡❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❢♦r ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼♦❞❡❧✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
st✉❞✐❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝r♦♣ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣r❛✐♥ ✇✐t❤ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡s❤✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ✭❛✮ ❆✸✶✻▲ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❊✳❇✳❙✳❉✳ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✭❜✮ ❝r♦♣ ♦❢ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝
❣r❛✐♥ ♠❡s❤❡❞ ✇✐t❤ ✷✵①✷✵①❆µm3 ❡❧❡♠❡♥ts
❆s s❤♦✇♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss✱ ♥♦t❡❞ A✱ ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧❢ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❤❛s
t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ❢❛❝❡ t♦ r❡♣r❡✲
s❡♥t t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇✐t❤✐♥ ✸❉ ❛♥❛❧②s✐s✱ s❡✈❡r❛❧
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤✳
✻✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷✵✶
❋✐♥❛❧❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡rs ✭♠❡♠♦r②✱ ❝♣✉s✳ ✳ ✳ ✮✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬P❡t✐t ✷✵✵✼❪✱ ✸ ❧❛②❡rs ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ❙♦✱ ✸
❧❛②❡rs ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛t ❧❡❛st r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♥♦t❛❜❧② ✇✐t❤✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤
✭t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✮✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳ ◆♦t❡✱ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t
s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r t❤❛t A = 80µm✱ A = 300µm ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ A = 620µm ❢♦r t❤❡ ❧❛st✳
❚❤❡ ❋❊▼ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡❛r t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❜r✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛❧❧❡❞ C3D8T ✐♥ ❆❜❛q✉s✴❙t❛♥❞❛r❞✳
❚❤❡ C3D8T ✐s ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡❧❡♠❡♥t✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❜r✐❝❦ ✇✐t❤ ❡✐❣❤t ♥♦❞❡s✱
❛♥❞ ❢♦✉r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭x✱ y ❛♥❞ z ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✭✉x✱ ✉y✱ ✉z✮ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ✶✽✼✳✺✵✵ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✷✺✵①✷✺✵①✸✮ ❛♥❞ ✶✳✵✵✽✳✵✶✻ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ t✐♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✳ ❊❧❡♠❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛r❡
t❤❡r❡❢♦r❡ C3D8RT ✱ ✇❤❡r❡ R ♠❡❛♥s r❡❞✉❝❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✭❜✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ ❣r❛✐♥s✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ♠✐❧✐♠❡tr✐❝ ♦♥❡s✱ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞✳
❚❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✸ t♦ ✹✵✹✺ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❣r❛✐♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡st sq✉❛r❡ ✭✺①✺ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❉✳■✳❈✳ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ sq✉❛r❡ ✭✸①✸ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ✶①✶ ❡❧❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❊✳❇✳❙✳❉✳ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
✻✳✷✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①tr❛❝t✐♦♥
❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬❇❛r❜❡ ✷✵✵✶✱ ❉✐❛r❞ ✷✵✵✷✱ ●✉✐❧❤❡♠ ✷✵✶✶❪ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞
❢♦r ❋❊ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❣r❛✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✉s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤✱ ✐✳❡✳ ♦♥❧② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡
❬❊✈r❛r❞ ✷✵✶✵❪✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ❛ ✧r❡❛❧✐st✐❝✧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧♦❛❞✐♥❣
♣❛t❤✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♥❛t✉r❛❧ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧✲❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞✐❛❧♦❣✱ s✐♥❝❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✭♦✈❡r t❤❡
st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛✮ ❤❛✈❡ ❛ ✇✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝r♦♣♣❡❞ ✜❡❧❞ ❬❉♦✉♠❛❧✐♥ ✷✵✵✸❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ tr❡❛t♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rts ✐s t❤❛t ❡✈❡r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r✐❞ ✭t❤❡ ❊✳❇✳❙✳❉✳ ♦♥❡✮✳ ■t
❛❧❧♦✇s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ♠❡s❤ ✭♥♦❞❡ ❜② ♥♦❞❡✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳
❆♣♣❧②✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❋❊▼ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❇♦t❤ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s
♣r❡s❡♥t ❤♦✇ s✉❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
✷✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✻✳✷✳✷✳✶ ❑✐♥❡♠❛t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✱ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ♥♦t❡❞ U(x, y, t) ❛♥❞ V (x, y, t)
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❡✈❡r② ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❊❇❙❉ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥s ❡♥s✉r❡s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❝♦♥t✐♥✉✐t②
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ s✉❝❤ r❡❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐❞❡❧②
✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇❤❡♥ ♦♥❡
❞❡s✐r❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ✭❜✮ ✹ ♥♦❞❡s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤✐❝❦♥❡ss✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❛t❤s✱ ♥♦r♠❛❧ t♦ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❋❊▼
▲❡t ✉s ❝❛❧❧M(x, y, z, t) t❤❡ ♥♦❞❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x✱ y✱ z ❛t t✐♠❡ t✳ ❖♥❡ ❛ss✉♠❡s ❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ U
❛♥❞ V ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss s❡❣♠❡♥t✱ ✐✳❡✳
[
UM(x,y,1,t) = UM(x,y,2,t) = UM(x,y,3,t) = UM(x,y,4,t)
]
✻✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷✵✸
❛♥❞
[
VM(x,y,1,t) = VM(x,y,2,t) = VM(x,y,3,t) = VM(x,y,4,t)
]
✳ ❙✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❝♦❧✉♠✲
♥❛r ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡✳
■♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦✐♥ts✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤s ✭U ❛♥❞ V ✮ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡✈❡r② ♥♦❞❡
s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥t♦✉r ♥♦❞❡✳ ❋✐❣✲
✉r❡ ✻✳✷ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❢❛❝❡ ♣r❡s❡♥ts
U(x, y, t) ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❤✐❧❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t V (x, y, t) ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈♦❧♦r♠❛♣ ♣r❡s❡♥ts
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ µm ❛♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ✜❡❧❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t♦✉r ❧♦❛❞✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
t✐♠❡✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ❧♦❛❞✐♥❣s ♥♦r♠❛❧ t♦ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ❢❛❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ UM(x,y,4,t) = 0 ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ❢❛❝❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ✭❜✮✮
❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳
✻✳✷✳✷✳✷ ❚❤❡r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T (x, y, t) ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t✐♠❡
✐♥❝r❡♠❡♥t✳ ❖♥❡ ❛ss✉♠❡s ❤❡r❡ s✐♠✐❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛♥ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♦♥❡s✿
• ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♥♦❞❡ s❡❣♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ [TM(x,y,1,t) = TM(x,y,2,t)
= TM(x,y,3,t) = TM(x,y,4,t)
]
• ▲❡t Φ ❜❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✢✉① ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♦r ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ΦM(x,y,4,t) = 0
❋✐♥❛❧❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢❛❝❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❆✸✶✻▲ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✹✳✻
W.m−2.K−1✳
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ t♦ ❋❊▼ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✉❡ t♦ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❞❡❢♦r♠ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② t❤❡♥
♣❧❛st✐❝❛❧❧②✳ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐❧❧ ✈❛r②✳ ❚❤❡
t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡❧❛t✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇✳
■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥ts ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡r♠♦✲
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❛t❡ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ❢r♦♠
❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❛t ❣r❛✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✳ ■❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✲
✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❡①❛❝t❧② t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♣♣❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r t♦ ❡①✲
tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ ❋❊ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ❍✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✧❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
❧❛✇✧ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛r❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡r✲
♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❛s r❡❛❧✐st✐❝ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛✐♥s ✭♦✈❡r t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✮✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♠✐① ❉✐r✐❝❤❧❡t ♦♥❡s ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥ ♦♥❡s ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■t r❡q✉✐r❡s t♦
✷✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛♣♣❧② r❡❧❡✈❛♥t ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✳
✻✳✸ ❉✐✛❡r❡♥t r❡✜♥❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
✻✳✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥t❡r❡st ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ s♦❧✐❞s✳ ❚❤✐s
✐♥t❡r❡st ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ♠❛♥② ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ♣❧❛② ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ▼❛♥② ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✿ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✜❜❡r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛t❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s✱
s♦✐❧✱ r♦❝❦✱ ❝♦♥❝r❡t❡✱ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s✉❝❤ ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞♦ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t ❛♥② ♠♦r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♠❛✲
t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ❤❛s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥② ♥❡✇ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r s♦❧✐❞s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥
✻✳✶✳✸✮✳
❆s ♣r❡❝✐s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧♦❝❛❧
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇♦t❤ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✜♥❡♥❡ss✳ ■♥ ❛ ✜rst t✐♠❡✱ ❛ ❣r❛♥✉❧❛r
✧❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞✧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❡ss ✢♦✇ ✐s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜✉t ♦♥ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❣r❛♥✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ②✐❡❧❞ str❡ss✳ ■♥ ❛
s❡❝♦♥❞ t✐♠❡✱ ❛ ❣r❛♥✉❧❛r ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✉s❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❣r❛♥✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❜❛s✐❝
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ st✉❞② ♦❢ s✉❝❤ st❛♥❞❛r❞ ❝❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬❆r❛✈❛s ✶✾✾✵❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✭❛✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r②
❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❜❛r ✭✐✳❡✳ ❣r❛✐♥s✮ ♣♦ss❡ss❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ②✐❡❧❞ str❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ✇✐❧❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥ ❡✈❡r② ❜❛r ✭♦r ❣r❛✐♥✮
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ②✐❡❧❞ str❡ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❜❛rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✭❜✮ ✐s ❛
str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ❜❛r ❤❛✈❡ s❛♠❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s❛♠❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s❛♠❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ❜✉t
❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛①✐s✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣ ❣r❛❞✉❛❧❧②
✐♥ ❡✈❡r② ❜❛r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❜❛rs✳ ❇♦t❤
♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ♣♦❧②❝r②st❛❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✷✿ ✭✶✮ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✻✳✸ ✭❜✮✮ ♦r ✭✷✮ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇❛② ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤✐s ♣❤②s✐❝❛❧ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❜② ❛ ②✐❡❧❞ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ✭❛✮✮✳ ▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
✷❍♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡
✻✳✸✳ ❉✐✛❡r❡♥t r❡✜♥❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✷✵✺
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ✭❛✮ t❤r❡❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❛rs str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ②✐❡❧❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤r❡❡ ❜❛rs str✉❝t✉r❡
✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
✻✳✸✳✷ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✿ t❤❡r♠♦✲❡❧❛st♦ ♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❦✐♥❡✲
♠❛t✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ✉s✐♥❣ ❋❊✱ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ♦❢ ✸✶✻▲
st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❜②
❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❣r❛♥✉❧❛r ②✐❡❧❞ str❡ss ✜❡❧❞ ❬❙❡❣❤✐r ✷✵✶✷❛❪✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s✉r❢❛❝❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❨■❊▲❉ ▼❖❉❊▲ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢
❛♥❛❧②s✐s✳ ▲❡t ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
✻✳✸✳✷✳✶ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ❛♥❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼❛t❡r✐❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬◆❣✉②❡♥ ✶✾✼✺❪ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✿ ✭✐✮ t❤❡ ❢r❡❡
❡♥❡r❣② ♣♦t❡♥t✐❛❧ Ψ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛t❡ ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ t ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ φ
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✶st ❛♥❞ ✷nd t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ Ψ ✐s
❝❤♦s❡♥ ❝♦♥✈❡① q✉❛❞r❛t✐❝ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② s②st❡♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ε ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♣❛rt εe ❛♥❞ ❛ ♣❧❛st✐❝ ♣❛rt εp ✐s ❛ss✉♠❡❞✳
❚❤✉s✱ Ψ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ εe ❛♥❞ εp✿
ε = εe + εp ✭✻✳✶✮
Ψ = Ψ(T, εe, εp) ✭✻✳✷✮
✷✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❚❤❡ ❞✉❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ εe ❛♥❞ εp ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② σ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦str❡ss X✳
❚❤✉s✿
σ = ρ
∂Ψ
∂εe
❀ X = ρ
∂Ψ
∂εp
✭✻✳✸✮
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❧✐♥❡❛r t❤❡r♠♦✲❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ♣❧❛st✐❝ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❤❛r❞✲
❡♥✐♥❣✱ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♣♦t❡♥t✐❛❧ Ψ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❬▲❡♠❛✐tr❡ ✶✾✾✹❪✿
ρΨ =
[
1
2
(
λtr (εe)2 + 2µtr
(
εe
2
))
− (3λ+ 2µ)αθtr (εe) + 1
3
Htr
(
εp
2
)]
✭✻✳✹✮
✇✐t❤ λ ❛♥❞ µ t❤❡ ▲❛♠é✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ α t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ θ = T − T0 ✇✐t❤ T0 t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ H✱ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❚❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈♦♥ ▼✐s❡s ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s✿

f (σ) =
√
3
2J2 (s−X)− σy
s = σ − 13tr (σ) I
J2 (s−X) = 12 (s−X) (s−X)
X = 23Hε
p
✭✻✳✺✮
❇② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ str❡ss σ t❡♥s♦r ✿
σ = ρ
∂Ψ
∂εe
= λtr(εe)I + 2µεe − 3KαθI ✭✻✳✻✮
✇✐t❤ 3K = 3λ+ 2µ✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r σ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿
❞σ =
∂σ
∂εe
: ❞εe +
∂σ
∂T
❞T ✭✻✳✼✮
❚❤✉s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭✻✳✻✮✿
❞σ = C : ❞εe − 3KαI❞T = C : (❞ε− ❞εp)− 3KαI❞T ✭✻✳✽✮
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ 1st ❛♥❞ t❤❡ 2nd t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ t❤❡ ❤❡❛t ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❬▼❛✉❣✐♥ ✶✾✾✷❪ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮✿
ρCvT˙ = r + div(K : grad(T )) + σ : ε˙+ ρT
∂2Ψ
∂T∂εe
: ε˙e − ρ ∂Ψ
∂εe
: ε˙e
+ρT
∂2Ψ
∂T∂εp
: ε˙p − ρ ∂Ψ
∂εp
: ε˙p
✭✻✳✾✮
✻✳✸✳ ❉✐✛❡r❡♥t r❡✜♥❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✷✵✼
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❤❡❛t ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥✿
ρCvT˙ = r + div(K : grad(T )) + σ : ε˙+ ρT
∂2Ψ
∂T∂εe
: ε˙e − σ : ε˙e
+ρT
∂2Ψ
∂T∂εp
: ε˙p −X : ε˙p
✭✻✳✶✵✮
❚❤❡ t❡r♠ ρT
∂2Ψ
∂T∂εp
: ε˙p ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✉s✉❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤✐s t❡r♠ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t❡r♠ ρT
∂2Ψ
∂T∂εe
: ε˙e ❞❡♥♦t❡❞ dTe✱
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
dTe = T
∂σ
∂T
: ε˙e = −3KαTI : ε˙e = −3KαT tr (ε˙e) ✭✻✳✶✶✮
❆s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✉♥❞❡r ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
εe =
1 + ν
E
σ − ν
E
tr (σ) I + α (T − T0) I ✭✻✳✶✷✮
❚❤❡ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ t❡r♠ ✐s✿
dTe = −αTtr(σ˙)− 9Kα2T T˙ ✭✻✳✶✸✮
❇② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✵✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿
ρCvT˙ − div(K : grad (T )) = r + (σ −X) : ε˙p − αT tr (σ˙)− 9Kα2T T˙ ✭✻✳✶✹✮
❉✐✛❡r❡♥t t❡r♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✿
• r st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡s✳
• (σ −X) : ε˙p ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ d˙✳
• σ : ε˙p ❛♥❞ X : ε˙p ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥❡❧❛st✐❝ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♣♦✇❡r st♦r❡❞ ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧❧②✳
• −αT tr (σ˙) − 9Kα2T T˙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐s❡♥tr♦♣✐❝
♣♦✇❡r✳
❖♥❡ ❛ss✉♠❡s ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❡♥s♦r K ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s❝❛❧❡✳
❚❤✉s K = kI ❛♥❞ div(K : grad) = k∆T ✇❤❡r❡ ∆ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛s ❡①t❡r♥❛❧
s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ❢♦r✱ ❛ t❤❡r♠♦✲❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❧❛st✐❝ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s ❞❡♥♦t❡❞✿
Φ˙ = (σ −X) : ε˙p − αT tr (σ˙)− 9Kα2T T˙ ✭✻✳✶✺✮
Φ˙ = ρCvT˙ − k∆T ✭✻✳✶✻✮
✷✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❚❤❡ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✐♥ ❋✳❊✳ ❝♦❞❡❆❜❛q✉s✴✲
st❛♥❞❛r❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❛♥❞ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ●✳✶✳
✻✳✸✳✷✳✷ ❨✐❡❧❞ str❡ss ✜❡❧❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ②✐❡❧❞ str❡ss ✜❡❧❞ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
♣❧❛st✐❝✐t② ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✭♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t②✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❡st❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❦♥♦✇❧❡❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✳✶✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉❧t✐♠❛t❡ st❛t❡ ♦❢
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✿
• H1✿ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣❡r ❣r❛✐♥✳ ❖♥❡ ❤❛s s❡❡♥ ✇✐t❤✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ t❤❛t ❋❊▼ ✐s tr❡❛t❡❞
❛s ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ♣❤❛s❡ s❤❛♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦❧✉♠♥❛r ❣r❛✐♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
s✉r❢❛❝❡ ❊❇❙❉ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❖♥❡ ❛ss✉♠❡s ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ♣❡r ❣r❛✐♥✳
• H2✿ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss Σ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❣r❛✐♥ ♣❧❛st✐❝✐t② ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛①✐s✳ ❆t t❤❡
❣r❛✐♥ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r②✿ τ i ≤ τc ✭✐❂✶✱. . .✱✶✷ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❋✳❈✳❈✳ str✉❝t✉r❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❤❡❛r str❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❧✐♣ s②st❡♠ τ = Σ : D✱
D = 12 (n⊗ v + v ⊗ n)✳ D ✐s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❡♥s♦r✱ n t❤❡ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r✱
v t❤❡ ✉♥✐t s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❧✐♣ s②st❡♠ ✭i✮ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✳✶✮ ❛♥❞ τc ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
s❤❡❛r str❡ss✱ ❝♦♠♠♦♥❧② s✉♣♣♦s❡❞ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆s D ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✱
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ τ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ Σ✳
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭H2✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤✐s τ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❛ σy ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ σy ✐s ❛ ✈♦♥
▼✐s❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ②✐❡❧❞ str❡ss ❛s✿ Σeq ≤ σy✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ str❛✐♥s✳ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
❚❤❡♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❋❊▼✳ ❆s ✐t ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜✐❧✐♥✲
❡❛r✿ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡
❡❧❛st♦♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦♥❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦❞✉❧✐✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ✭E✮
❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✭H✮ ♠♦❞✉❧✐ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❡♥s✐❧❡ str❛✐♥✲str❡ss ❝✉r✈❡
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② E = 208, 000 ▼P❛ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✮ ❛♥❞ H = 1, 500
▼P❛✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛♥ str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ♠❡❛♥ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
✻✳✸✳ ❉✐✛❡r❡♥t r❡✜♥❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✷✵✾
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✭♦✈❡r t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛✮ ♦❢ t❤❡r♠❛❧✱ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s ❞✉r✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝
t❡♥s✐❧❡ t❡st ✉♣ t♦ ✷✳✺% ♠❡❛♥ str❛✐♥✳
❆ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ str❡ss❡s ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ str❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥✿
σ = Σ− C∗ : εp ✭✻✳✶✼✮
■t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✿
• ▲✐♥✲❚❛②❧♦r✬s ♠♦❞❡❧✿ C∗ = C
• ❙❛❝❤s✬s ♠♦❞❡❧✿ C∗ = 0
✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛♥❞ εp t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇
✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬▼♦♥❝❤✐❡t ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ε ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥
✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ str❡ss σ✳ ❇♦t❤ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣♦♣✲
✉❧❛r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❡❧❛st♦♣❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡
♣♦❧②❝r②st❛❧ ❬▼♦♥❝❤✐❡t ✷✵✵✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✱ t❤❡ t♦t❛❧ str❛✐♥ ✐s ❝❧❡❛r❧②
♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▲✐♥✲❚❛②❧♦r✬s ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙❛❝❤✬s ♦♥❡
✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❆s ✐t ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st♦♣❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧✱ ✐t ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ✜rst
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss❡s✳
◆♦✇✱ ❛s✿ ✭✐✮ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t♦t❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛t ❛ ✜①❡❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r
✹✳✶✮✱ ✭✐✐✮ ❜♦t❤ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♠♦❞✉❧✐ ❛r❡ ✜①❡❞✱ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦♥❡ ✭❙❛❝❤s✬s ♠♦❞❡❧✮✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈♦♥ ▼✐s❡s ②✐❡❧❞ str❡ss❡s
✷✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
 σy
g =
E
E −H
[
Σ−HεgΣ
]
τc = µ
gσy
g
✭✻✳✶✽✮
✇✐t❤ µg t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣r❛✐♥ g✱ Σ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛①✐❛❧ str❡ss✱ εgΣ t❤❡
t♦t❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ st✉❞✐❡❞ ❛r❡❛ ❛t ✜①❡❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss Σ✱ τc t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❤❡❛r str❡ss✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ ❛♥❞ σyg t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ②✐❡❧❞ str❡ss❡s✳
❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ②✐❡❧❞ str❡ss ✜❡❧❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤r❡❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❡♣s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
✐♥ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✺✮✿
• ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❧❛st✐❝ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ③♦♥❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ str❡ss
❧❡✈❡❧ ✐s t❛❦❡♥ ❛t 265 ▼P❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣♦✐♥t ❉ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✹✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ str❛✐♥s ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✺ ✭❛✮✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✭H1✮ t❤❛t str❛✐♥s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣❡r ❣r❛✐♥✳
• t❤❡ ♠❡❛♥ str❛✐♥ ♣❡r ❣r❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛r❡❛ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ σyg t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✽✮ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ E✱ H ❛♥❞ Σ ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✭✻✳✺✮ ✭❜✮✮✱
• t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♥✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ②✐❡❧❞ str❡ss❡s ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✺✮ ✭❝✮✳ ❚❤✐s ❣r❛♥✉❧❛r ②✐❡❧❞
str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 170 ❛♥❞ 265 ▼P❛✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥ts B ❛♥❞ C ✐♥ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✹✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t❧② ❧✐♥❡❛r ♣❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝
tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❖♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✜♥❛❧❧②✱ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ②✐❡❧❞ str❡ss ♣❡r ❣r❛✐♥✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞ str❡ss ✜❡❧❞ ❡♥s✉r❡s ❡❛❝❤
❣r❛✐♥ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥str❡ss❡❞ st❛t❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✉❧t✐♠❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
str❛✐♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
✉❧t✐♠❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ str❛✐♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ✭❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❧❛st✐❝✐t②
✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✳
✻✳✸✳ ❉✐✛❡r❡♥t r❡✜♥❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✷✶✶
✭❛✮ ❚♦t❛❧ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✐♥ % ✭❜✮ ❚♦t❛❧ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✐♥ %
✭❝✮ ❨✐❡❧❞ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ▼P❛
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❙t❡♣s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ✭❛✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r❛♥✉❧❛r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ str❛✐♥ ✈❛❧✉❡s✱ ✭❜✮ ❜✐❧✐♥❡❛r ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss✱
✭❝✮ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♥✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ②✐❡❧❞ str❡ss❡s
❚❤✉s✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✜♥❛❧ ♦♥❡ ✭❛t 2.5%✮✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡
✭✻✳✷✮✳
E H σY ν ❧❛t❡r❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡
✭▼P❛✮ ✭▼P❛✮ ✭▼P❛✮ ❜♦r❞❡r ❧♦❛❞✐♥❣
✷✵✽✱✵✵✵ ✶✱✺✵✵ [170; 265] ✵✳✸ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭U ✱V ✱T ✮
ρ Cv k α ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s✿ hair
(kg.m−3) (J.kg−1.K−1) (W.m−1.K−1) (K−1) (W.m−2.K−1)
8, 000 500 15 1.65①10−5 14.6
❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
✷✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
■♥ t❛❜❧❡ ✭✻✳✷✮✱ ρ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱ Cv t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t②✱ k t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱
α t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ν P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ❛♥❞ hair t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝❡ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❛✐r✳
✻✳✸✳✸ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✿ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ t❤❡r♠♦✲✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t② ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ✉s✐♥❣ ❋❊▼✱ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ♦❢
✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛
❞❡❡♣❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭♦r ●❛✉ss ♣♦✐♥t✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤❡r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❛❧♦♥❣ ❤✐❣❤
❛t♦♠✐❝ ❞❡♥s✐t② ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❈❘❨❙❚❆▲ ▼❖❉❊▲ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s✳ ▲❡t
✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ t❤❡♦r②✳
✻✳✸✳✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝✐t②
■♥ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r②✱ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❧✐♣ s②st❡♠ ❛❝t✐✈✐t② ❝♦♥❝❡♣t✳ ■t
✐s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♣❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r② t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❦❡❡♣❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛t s✉❝❤ s❝❛❧❡
t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐s ♥♦t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥②♠♦r❡✳ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡
❛❧♦♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❧♦❛❞✐♥❣✱ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ str❡ss r❡s♦❧✈❡❞ ♦♥ ❛ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ ❛ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛t❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
♠♦✈❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❧♦❛❞❡❞
♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡❢♦r♠
❡❧❛st✐❝❛❧❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s♦❧✈❡ s❤❡❛r str❡ss ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛❧s♦ r♦t❛t❡s t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡
t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❋♦✉r ❧❛✇s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝✐t②✿
• t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❧❛t✐♦♥✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳
• t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ r❛t❡ ✐♥ ❛ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ ♣❛rt✳
• t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡✳ ❋♦r ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❤❡❛r ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ s②st❡♠✳
• t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ♦♥ ❡❛❝❤ s②st❡♠ ❛❢t❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡
❧♦❛❞✐♥❣s✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s r❡q✉✐r❡❞✿ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❤ s✐♥❣❧❡
❝r②st❛❧s✳ ■t ❞❡✜♥❡s ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
✻✳✸✳✸✳✷ ❊❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r
❊❧❛st✐❝✐t② ✐s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t r❡t✉r♥s t♦ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❛❢t❡r ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❲✐t❤✐♥
❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧❛tt✐❝❡ str❡t❝❤✐♥❣✱ ✐✳❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤
✻✳✸✳ ❉✐✛❡r❡♥t r❡✜♥❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✷✶✸
❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ❊❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦
❛t♦♠s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✐✳❡ ❛t♦♠ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❡✈❡r② s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
❛r❡✱ ❛t ❧❡❛st ❧♦❝❛❧❧②✱ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❡❧❛st♦✲
♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s ❧♦❝❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❲✐t❤✐♥ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✱ ♠♦st ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss✱ t❤✐s
♣♦✐♥t ✇❛s ✜rst st❛t❡❞ ❢♦r♠❛❧❧② ❜② ❘♦❜❡rt ❍♦♦❦❡ ✐♥ ✧❚❤❡ tr✉❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ s♣r✐♥❣✐♥❡ss
❬✶✻✼✻❪✧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❍♦♦❦❡✬s ▲❛✇✳ ■♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛♥♥❡r✱ ✐✳❡ ✸
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
σ = Cε ✭✻✳✶✾✮
✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ ❢♦✉rt❤ r❛♥❦ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐t❡ ✐♥ ❢✉❧❧ t❡♥s♦r ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s✿

C1111 C1122 C1133 C1123 C1131 C1112 C1132 C1113 C1121
C2211 C2222 C2233 C2223 C2231 C2212 C2232 C2213 C2221
C3311 C3322 C3333 C3323 C3331 C3312 C3332 C3313 C3321
C2311 C2322 C2333 C2323 C2331 C2312 C2332 C2313 C2321
C3111 C3122 C3133 C3123 C3131 C3112 C3132 C3113 C3121
C1211 C1222 C1233 C1223 C1231 C1212 C1232 C1213 C1221
C3211 C3222 C3233 C3223 C3231 C3212 C3232 C3213 C3221
C1311 C1322 C1333 C1323 C1331 C1312 C1332 C1313 C1321
C2111 C2122 C2133 C2123 C2131 C2112 C2132 C2113 C2121


✭✻✳✷✵✮
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✾ ❧❡❛❞s t♦ ✽✶ Cijkl st✐✛♥❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣✱ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❡ ❛❜✐❧✲
✐t② t♦ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ s✉✣①❡s i ❛♥❞ j ✐♥ σij ✱ ❛♥❞ s✉✣①❡s k ❛♥❞ l ✐♥ εkl t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡s❡ t❡♥s♦rs✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❛♥ ♦t❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❱♦✐❣t ✐♥ ❬❱♦✐❣t ✶✾✷✽❪✳ ■t
✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ♥✉♠❜❡r s✉✣①❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❛✐rs✳ ❙♦✱ Cijkl ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s ❛ 6①6 ♠❛tr✐① ♥♦t❡❞ Cmn ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡❝♦♠❡s✿
ij ♦r kl ✶✶ ✷✷ ✸✸ ✷✸✱✸✷ ✸✶✱✶✸ ✶✷✱✷✶
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
m ♦r n ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
✷✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts


C11 C12 C13 C14 C15 C16
C12 C22 C32 C42 C52 C62
C13 C23 C33 C43 C53 C63
C14 C24 C34 C44 C54 C64
C15 C25 C35 C45 C55 C65
C16 C26 C36 C46 C56 C66


✭✻✳✷✶✮
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ 6①6 ♠❛tr✐① ❛rr❛② ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✸✻ t♦ ✷✶✱
✶✸✱ ✾✱ ✻✱ ✺✱ ✸✱ ✷ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ✐✳❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ ❛t♦♠ ✇✐t❤✐♥ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ♣r❡s❡♥ts
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ 6①6 ♠❛tr✐① ❛rr❛② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ t②♣❡✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❆■❙■ ✸✶✻▲ ❛✉st❡♥✐t✐❝ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ♣♦❧❧②❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❛❣r❡❣❛t❡✱ ❋✳❈✳❈✳ str✉❝t✉r❡ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐✳❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝✉❜✐❝ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✉s ♦♥❧② ✸ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✿
C11✱ C12 ❛♥❞ C44✳
❚r✐❝❧✐♥✐❝ ▼♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ♦rt❤♦tr♦♣✐❝ tr✐❣♦♥❛❧
✭✷✶✮ ✭✶✸✮ ✭✾✮ ✭✻✮
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
t❡tr❛❣♦♥❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ❝✉❜✐❝ ✐s♦tr♦♣✐❝
✭✻✮ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭✺✮ ✭✸✮ ✭✷✮
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

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• • 0 0 0
• 0 0 0
• 0 0
• 0
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



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①0
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

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ • ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ • ❡q✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ (C11−C12)2 ✱ ❙ s②♠❡tr②✱ •
❛♥❞ ∗ ♦♣♣♦s✐t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❖♥❡ ✉s❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❬▼✉ ✷✵✶✶❪✿
✻✳✸✳ ❉✐✛❡r❡♥t r❡✜♥❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✷✶✺
❬▼✉ ✷✵✶✶❪
C11 C12 C44 a ν
✭●P❛✮ ✭●P❛✮ ✭●P❛✮
✷✹✽✳✵✵✵ ✶✹✷✳✵✵✵ ✼✶✳✵✵✵ ✶✳✸✹ ✵✳✸
❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❊❧❛st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈P❋❊▼ ❢♦r ✸✶✻▲
✇✐t❤ a = 2
C44
C11 − C12 t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ν t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳
✻✳✸✳✸✳✸ ❋❧♦✇ r✉❧❡
❚❤❡ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✈❡❝t♦r ✭RSS✮ τ s ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss t❡♥s♦r ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ s❧✐❞✐♥❣ s②st❡♠ s✳ ■ts ❢♦r♠ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙❝❤♠✐❞
❬❙❝❤♠✐❞ ✶✾✺✵❪✳ ❚❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ❧❛✇ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
τ s = σ : Ds ✭✻✳✷✷✮
Ds =
1
2
(bs ⊗ ns + ns ⊗ bs) ✭✻✳✷✸✮
✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✭❛t ❣r❛✐♥✮ ❛♣♣❧✐❡❞ str❡ss✱ ns t❤❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥ ♥♦r♠❛❧✱ bs t❤❡ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ Ds ✐s t❤❡
s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❡♥s♦r ♥♦t❡❞ Ls = bs⊗ns ❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡ ❤❡r❡✱ W s✱ ✐ts ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❙❝❤♠✐❞ ❧❛✇
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛s✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ❧❛✇✸✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ✐s
s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ FA0 ✇✐t❤ F t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ A0 t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ s❡❝t✐♦♥✳
✸❢♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❢❡r t♦ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶
✷✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ✜♥❞ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❜❛s✐❝ ❝❛s❡ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ♠❛tr✐① Ds ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s cos(φ)cos(λ)✱ ✇❤❡r❡ λ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
❢♦r❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ φ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ❛♥❣❧❡✳ ■♥ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧✱ t❤✐s r✉❧❡ ✐s st✐❧❧ ✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❧②
✐❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ str❡ss σ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♠❛❝r♦ ♦♥❡ Σ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥♦ tr✐✈✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥
❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ Σ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ τ s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧✐t② ♦❢ str❡ss ✜❡❧❞✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ❧❛✇✱ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ s❤❡❛r ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❘❡s♦❧✈❡❞
❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✭RSS✮ ♦♥ s②st❡♠ s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss
✭CRSS✮✱ ♥♦t❡❞ τ sc ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✳✹✮✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿{
τ s < τ sc → γ˙s = 0
τ s ≥ τ sc → γ˙s ≥ 0
✭✻✳✷✹✮
✇✐t❤ γ˙s t❤❡ s❧✐♣ r❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s②st❡♠ s✳ ❚❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ r❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
❈❧❛ss✐❝❛❧❧② ♦♥❡ ✉s❡s ❛ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ❧❛✇✳ ■t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❬❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ✶✾✼✻❪✳ ❚❤❡ s❧✐♣ r❛t❡ r❡♠❛✐♥s ❝❧♦s❡ t♦
③❡r♦ ✇❤✐❧❡ τ s ✐s ❧♦✇❡r t♦ τ sc ✿
γ˙s = γ˙0
∣∣∣∣τ sτ sc
∣∣∣∣n s✐❣♥ (τ s) ✭✻✳✷✺✮
✇❤❡r❡ γ˙0 ✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ r❛t❡ ❛♥❞ n ✐s t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬❙✐♠♦♥♦✈s❦✐ ✷✵✵✾❪✿
❬❙✐♠♦♥♦✈s❦✐ ✷✵✵✾❪ ❬❈❛✐❧❧❡t❛✉❞ ✶✾✾✶❪
γ˙0 n
✭s−1✮
✸✳✹①✶✵−6 ✶✵
❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ ❋❧♦✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈P❋❊▼ ❢♦r ✸✶✻▲
✻✳✸✳✸✳✹ ❍❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡
❲❤❡♥ s❧✐❞✐♥❣ ♦❝❝✉rs ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s②st❡♠✱ ✐t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ♦❜st❛❝❧❡s✿ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ ✧tr❡❡s✧ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s②st❡♠ ✧❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r❡st✧ ✳ ✳ ✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ♣❧❛st✐❝ s❧✐❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ s❤❡❛r
str❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ■♥ s♦♠❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝❛s❡s ❛♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡
♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② st♦r❛❣❡ r❛t❡✳ ❖♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ s❛♠❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❝♦✉❧❞ ❝♦♥❞✉❝t t♦ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧s♦ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❆ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
r✉❧❡ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡s❡ ❜❛s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥
✻✳✸✳ ❉✐✛❡r❡♥t r❡✜♥❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✷✶✼
t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛♥❞❡❧ ❬▼❛♥❞❡❧ ✶✾✻✺❪✿
τ˙ sc =
∑
u
Hsu |γ˙u| ✭✻✳✷✻✮
✇❤❡r❡ Hsu t❡r♠s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐① t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❤✐st♦r② ♦❢ s❧✐♣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❉✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s Hss ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤❛r❞✲
❡♥✐♥❣ ♦❢ s❧✐♣ s②st❡♠ s ❞✉❡ t♦ ✐ts ♦✇♥ s❧✐♣ ❛❝t✐✈✐t②✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✧s❡❧❢✲❤❛r❞❡♥✐♥❣✧✳ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s✱ ✐✳❡
Hsu |s 6=u ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♦❢ s②st❡♠ s ❞✉❡ t♦ s❧✐♣ ❛❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ♦t❤❡r s②st❡♠s u✱
❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✧❧❛t❡♥t✲❤❛r❞❡♥✐♥❣✧✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♠❛tr✐① ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧
♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ Hsu ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦
✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♥❡✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✻✳✷✻ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❧✐♣ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦r ❝r✐t✐❝❛❧
r❡✈♦❧✈❡❞ s❤❡❛r str❡ss✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝s✱ ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿ st❛t✐st✐❝❛❧❧② st♦r❡❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s
ρsS ✭❙❙❉✮ ✇❤✐❝❤ tr❛♣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛② ❛♥❞✴♦r ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❬❆s❤❜② ✶✾✼✵❪✱ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② st♦r❡❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ρsG ✭●◆❉✮ ✇❤✐❝❤
❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r ❡①✐sts ❬❈♦ttr❡❧❧ ✶✾✻✹✱ ❆s❤❜② ✶✾✼✵❪✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
ρsT = ρ
s
S + ρ
s
G ✭✻✳✷✼✮
❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✬s s❛❦❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ❛ ❧♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖♥❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②
❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❙❉✬s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ◆♦ ●◆❉
❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ◆♦t❡✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦r ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✛❡❝t st✉❞②✱ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ●◆❉ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝s ❬❙❝❤✇❛rt③ ✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
s❧✐♣ r❡s✐st❛♥❝❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❋r❛♥❝✐♦s✐ ✶✾✽✹❪ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
τ sc = τ0 + µb
√∑
u
dsuρu ✭✻✳✷✽✮
✇❤❡r❡ τ0 ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss✱ µ ✐s t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✱ b t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ ❇✉r❣❡rs ✈❡❝t♦r✱ dsu t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❧✐♣ s②st❡♠s s ❛♥❞ u✱ ❛♥❞ ρu r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❙t❛t✐st✐❝❛❧❧② ❙t♦r❡❞ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❧✐♣ s②st❡♠ u✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋✳❈✳❈✳
str✉❝t✉r❡ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① dsu ✐s ❛ ✶✷①✶✷ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♦♥❧② ✹ di ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉❡ t♦ ❝r②st❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ❬❋♦r❡st ✷✵✵✹❪✳ ◆♦t✐❝❡ dsu ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❝♦♠✲
♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❉②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬◗✉❡②r❡❛✉ ✷✵✵✾❪✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❡ ✉s❡s ❤❡r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✷ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ dp ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s
t❤❡ s❡❧❢✲❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✭s = u✮ ❛♥❞ df ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s t❤❡ ❧❛t❡♥t✲❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✭s 6= u✮ ❬❚❛❜♦✉r♦t ✷✵✵✶❪✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❛ ✢♦✇ r✉❧❡ ❢♦r ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦♥ ❡❛❝❤
✷✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
s②st❡♠ s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣ r❛t❡ γ˙s✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥ s❧✐♣ s②st❡♠ ✇❛s ✜rst
✜❣✉r❡❞ ♦✉t ❜② ❋r❛♥❦ ❛♥❞ ❘❡❛❞ ❬❋r❛♥❦ ✶✾✺✵❪✳ ■t t❛❦❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
ρ˙s =
1
b


∑
u
(asuρu)
L
− 2ycρs

 |γ˙s| ✭✻✳✷✾✮
❚❤❡ ✜rst t❡r♠s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❝r❡❛t✐♦♥
[∑
u
(asuρu)
bL
]
❛♥❞ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❢♦r ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
[
2yc
b ρ
s
]
✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r yc ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡r❡ t❛❦❡♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs L ✐s t❤❡
♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ s②st❡♠ s✱ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
st✉❞②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ asu ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❬❋♦r❡st ✷✵✵✹❪✳
◆♦t❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✷✾ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t② ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t
♦❢ s❧✐♣ s②st❡♠✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ρ˙s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s❧✐♣
r❛t❡ γ˙s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s ❡❛❝❤ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ②✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ ✐♥
s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❤❡r❡ ✭r❛❞✐✉s ❂ τ0✮ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠✳
❚❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❝♦❧❧✐♥❡❛r✱ ❝♦♣❧❛♥❛r ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝r②st❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥
t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤s ❛❧❧♦✇s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ai ✉♥❦♥♦✇♥ ✉♣ t♦ ✹ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❬❋r❛♥❝✐♦s✐ ✶✾✽✹❪✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❛❜❧❡ ✻✳✻ ❬❋r❛♥❝✐♦s✐ ✶✾✽✹❪✿
asu =
A2 A3 A6 B2 B4 B5 C1 C3 C5 D1 D4 D6
A2 a1 a3 a3 a3 a5 a5 a3 a5 a6 a3 a6 a5
A3 a1 a3 a5 a3 a6 a5 a3 a5 a6 a3 a5
A6 a1 a5 a6 a3 a6 a5 a3 a5 a5 a3
B2 a1 a3 a3 a3 a6 a5 a3 a5 a6
B4 a1 a3 a6 a3 a5 a5 a3 a5
B5 a1 a5 a5 a3 a6 a5 a3
C1 a1 a3 a3 a3 a5 a5
C3 a1 a3 a5 a3 a6
C5 a1 a5 a6 a3
D1 a1 a3 a3
D4 a1 a3
D6 a1
❚❛❜❧❡ ✻✳✻✿ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ❋✳❈✳❈✳ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭s②♠♠❡tr✐❝✮ ❬❋r❛♥❝✐♦s✐ ✶✾✽✹❪
✻✳✸✳ ❉✐✛❡r❡♥t r❡✜♥❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✷✶✾
❍❛r❞❡♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✼✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❈❘❙❙✱ τ0✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶
❛♥❞ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❋❡❛✉❣❛s ✷✵✵✾❪✳ ❖t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉t❤♦rs
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❬❊✈r❛r❞ ✷✵✶✵❪ ❬●✉✐❧❤❡♠ ✷✵✶✶✱ ▼♦♥♥❡t ✷✵✵✾❪
τ0 b yc L ρ0 dp df a1 a3 a5 a6
✭▼P❛✮ ✭♠♠✮ ✭♠♠✮ ✭♠♠−2✮
✸✺ ✸✳✷①✶✵−7 ✸✳✷①✶✵−6 ✸✸ ✶①✶✵3 ✵✳✵✻ ✵✳✵✵✹ ✵✳✶✷ ✵✳✵✼ ✵✳✶✹ ✵✳✶✷
❚❛❜❧❡ ✻✳✼✿ ❍❛r❞❡♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈P❋❊▼ ❢♦r ✸✶✻▲
✻✳✸✳✸✳✺ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❯s❡r ▼❆❚❡r✐❛❧ s✉❜r♦✉t✐♥❡✱ ✇✐t❤✐♥
❛ ✜♥✐t❡ str❛✐♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✐♥ t❤❡ ❋❊ ❝♦❞❡ ❆❜❛q✉s✴st❛♥❞❛r❞✳ ❚❤❡♥ ❛ ✧❋✉❧❧②✧ ❈♦✉♣❧❡❞ ❚❤❡r♠❛❧✲
▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❯s❡r ▼❆❚❡r✐❛❧ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥t✐r❡❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❬❍✉❛♥❣ ✶✾✾✶✱ ▼❡✐ss♦♥♥✐❡r ✷✵✵✶✱ ❍❛r❡✇♦♦❞ ✷✵✵✼✱ ❊✈r❛r❞ ✷✵✵✽❪✳ ■ts ✇❤♦❧❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ●✳✷✳ ❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ str❛✐♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❍✳✶✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥❧② r❡❝❛❧❧s t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❤❡❛t s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❛♥ ❤②♣♦✲❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❏❛✉♠❛♥♥ str❡ss r❛t❡
❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❍✳✶✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥t❡①t✱
t❤❡ ❝♦r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✭❏❛✉♠❛♥♥✮ str❡ss r❛t❡ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
∇
σ = C : D− tr (D)σ −
∑
s
γ˙sRs ✭✻✳✸✵✮
✇❤❡r❡
∇
σ ✐s t❤❡ ❝♦r♦t❛t✐♦♥❛❧ str❡ss r❛t❡ ♦❢ ❈❛✉❝❤②✱ C t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧✉s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
s②st❡♠✱ D t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ σ t❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss✳ ❚❤❡♥ γ˙s t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡ ♦♥ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s❧✐♣✲s②st❡♠ s✳ Rs ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❍✳✶✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❈❛✉❝❤②
str❡ss
∇
σ ❛♥❞ t❤❡ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss τ s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✷✷✳
❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②Ψ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❢r♦♠ t❤❡r♠♦✲❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ str❛✐♥✲❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠✿
Ψ
(
εe, θ, αi
)
= Ψe (εe, θ) + Ψp
(
αi
)
✭✻✳✸✶✮
✇❤❡r❡ αi ❛r❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ str❛✐♥✲❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡r✲
✷✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r d˙ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣♦✇❡r Wthe ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♣♦t❡♥t✐❛❧ Ψ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
d˙ = σ : ε˙p − ρ ∂Ψ
∂V i
V˙ i ✭✻✳✸✷✮
Wthe = ρT
∂Ψ
∂T∂V i
V˙ i ✭✻✳✸✸✮
✇❤❡r❡ V i ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛❧❧ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s αi✳ ❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡r♠s ❛r❡ ❤❡r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞
s✐♥❝❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❧❛st✐❝ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❛ss✉♠❡s ❤❡r❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♥♦t❡❞ p✳
d˙ = σ : ε˙p −Rp˙ ✭✻✳✸✹✮
Wthe = T
∂σ
∂T
: ε˙e ✭✻✳✸✺✮
✇❤❡r❡ R = ρ
∂Ψ
∂p
✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶ ❛♥❞ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ❬❈❤❛♥❣ ✷✵✵✼❪ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿
d˙ =
s=12∑
s=1
[τ sγ˙s − (τ sc − τ s0 ) p˙s] ✭✻✳✸✻✮
✇❤❡r❡ p˙s = |γ˙s|✳ ❚❤❡♥ ❛ ✇❡❛❦ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❧❛st✐❝✐t②
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝
t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ str❡ss t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣♦✇❡r
t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
Wthe = −3KαT · tr (ε˙e) ✭✻✳✸✼✮
◆♦t❡ t❤❛t ✉♥❞❡r s✉❝❤ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✉♣ t♦ ✷✳✺% ♦❢ str❛✐♥ ❛♥❞ ❛♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ≈✶o✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧❡❛❞ t♦
♥♦♥ ♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ♣♦✇❡r✱ Wthe✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣♦✇❡r q✉❛♥t✐t✐❡s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ r❡✈❡rs❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ str❡ss ❞✉❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ±✺ ▼P❛✳ ❚❤✉s ❛ ✇❡❛❦ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✐✳❡✳ t❤❡ str❡ss ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡✈♦❧✈❡ t❤❡ str❡ss ✐s t♦t❛❧❧② ❧❡❣✐t✐♠❛t❡✳ ❖♥❡ ♣♦✐♥ts ❤❡r❡ ❛
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛ ❝❧❡❛r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❋✉❧❧② ❈♦✉♣❧❡❞
❚❤❡r♠♦✲▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ❲❡❛❦ ❈♦✉♣❧❡❞ ❚❤❡r♠♦✲▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❢♦r❝✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ t❡r♠✱ Kθu ❛♥❞ Kuθ✱ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✭s❡❡
❛♣♣❡♥❞✐① ●✳✶✮✳
✻✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✷✶
✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚✇♦ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❇♦t❤ ❛ss✉♠❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr②
❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✸❉ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ❡①tr✉❞❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❤❛❧❢ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t❤✐❝❦♥❡ss ✭✺①✺①✶♠♠3✮✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛
❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ✶✼✼✻ ❝♦❧✉♠♥❛r ❣r❛✐♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡
❊❇❙❉ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❊❇❙❉ ❣r✐❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞s st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ♠❡s❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐③❡
✐s ✷✵①✷✵①✽✵µm3✱ ✷✵①✷✵①✸✵✵µm3 ✷✵①✷✵①✻✷✵µm3 ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❧❛②❡rs ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣
t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✭❢r♦♠ s✉r❢❛❝❡ t♦ s♣❡❝✐♠❡♥ ♥❡✉tr❛❧ ✜❜❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❋❊▼✱ t❤❡
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐s ✜①❡❞ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜♦r❞❡rs ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ✭❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ✐♠♣♦s❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ✇❤✐❧❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❛♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥s✿
✭✐✮ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ②✐❡❧❞ str❡ss ✐♥ t❤❡
✈♦♥ ▼✐s❡s s❡♥s❡✳ ❚❤❡♥ ❛ t❤❡r♠♦✲❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝
t❤❡r♠♦✲❡❧❛st✐❝✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤
❛ ❯s❡r ▼❆❚❡r✐❛❧ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋❊ ❝♦❞❡ ❆❜❛q✉s✴st❛♥❞❛r❞✳
✭✐✐✮ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇
❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣
❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✢♦✇ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ✇❡❛❦ t❤❡r♠♦✲❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❆s ❢♦r t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❯s❡r ▼❆❚❡r✐❛❧
s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋❊ ❝♦❞❡ ❆❜❛q✉s✴st❛♥❞❛r❞✳
❚❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳

❈❤❛♣t❡r ✼
◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
❈♦♥t❡♥ts
✼✳✶ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✸
✼✳✷ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✼
✼✳✸ ❙tr❛✐♥ ✜❡❧❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✾
✼✳✹ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✺
✼✳✹✳✶ ❋✐❡❧❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✺
✼✳✹✳✷ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥✿ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✵
✼✳✺ ❙tr❡ss ✜❡❧❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✸
✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✼
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts r❡s✉❧ts ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ str❛✐♥✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ str❡ss ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶ ✭❛✮ ❛♥❞
✭❜✮ r❡❝❛❧❧ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳
• ❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ❊❧❛st♦♣❧❛st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡ ❨♦✉♥❣ E ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ H ♠♦❞✉❧✐✱ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✲
✜❡❞ ♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
t♦t❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛t 2% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❙❛❝❤s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✉♥✐❢♦r♠ str❡ss ✜❡❧❞ ❛t
t❤✐s ✐♥st❛♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ②✐❡❧❞ str❡ss ✜❡❧❞✱ ✉♥✐❢♦r♠ ♣❡r ❣r❛✐♥ ❛s
✇❡❧❧ ❛s s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❡ss ✢♦✇✳
• ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ❝✉❜✐❝ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝✐t② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞
♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t② ✐s ❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✭❜✮
♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ ✭φ1✱Φ✱φ2✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✸❉ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✳
✼✳✶ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡s
▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❛✮✱
✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss✱ str❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧❧②✳ ❈✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
✷✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
t♦ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛r❡❛✱ ✐✳❡✳ ✺①✺µm r❡❣✐♦♥s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲
s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✜rst ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❧❧♦✇s ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛♥ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢
❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♥♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ✜t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s✳
❨✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s ❧♦❝❛❧❧②✱ ❨♦✉♥❣ E ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ H ♠♦❞✉❧✐ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✲str❛✐♥
❝✉r✈❡ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r s✐♠✐❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
✐s t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞♦♥✬t ❡①❤✐❜✐t ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
✭❛✮ ❨✐❡❧❞ str❡ss ♠❛♣ ✐♥ ▼P❛
✭❜✮ ❚r✐♣❧❡t ♦❢ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ ♠❛♣s✿ ✭φ1✱Φ✱φ2✮ ✐♥ r❛❞✐❛♥
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇ ❢♦r ✭❛✮ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✭❜✮ ❝r②s✲
t❛❧❧✐♥❡ ♦♥❡✳
❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡✱ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❛✮✱ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✻% ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ❜♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❡❛r❧② ♣❧❛st✐❝✐t②✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠
✽✵ ▼P❛✳ ❚❤❡♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❡①❤✐❜✐t ❛ s❧♦✇❡r ♣❧❛st✐❝✐t② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧❛t❡r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ t♦ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ str❡ss ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ❆
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡❛r❧② ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs s♠♦♦t❤❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤✐♥ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t❡s
✼✳✶✳ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡s ✷✷✺
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✢♦✇s ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤❡s❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✲♠♦❞❡❧ ♦❢✿ ✭❛✮ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♥❡ σ22 ✭▼P❛✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✭%✮✱ ✭❜✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧
str❛✐♥s ✭%✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡st t✐♠❡ ✭s✮ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
st❛t❡ θ = T − T0 ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♥❡ ✭❑✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✭%✮
❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣✉r❡❧② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st s✐♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s
✷✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t❡st ✐s ♥♦t t♦t❛❧❧② ✉♥✐❛①✐❛❧ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ♣❤❛s❡
✭✉♣ t♦ ✷✵✵ ▼P❛✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ str❡ss r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛t ✽✵▼P❛ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❞✉❡
t♦ ❛ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧✐t② ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ♥♦t❛❜❧② ❜② t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❡ss σ1 ♥♦t
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ■t ❝♦♥✜r♠s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧
str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭✼❍③✮✳ ❖♥❡ r❡❝❛❧❧s t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❜✮ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s r❡♣r❡s❡♥t r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ε11✱ ε22✱ ε12 s✐♥❝❡ ♦t❤❡rs ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐✳❡ ε13✱ ε23 ❛♥❞ ε33✱ ❛r❡ ♣✉r❡❧② ♥✉♠❡r✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥
❡✈❡r② ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳ ■t s❡❡♠s ❧♦❣✐❝❛❧ s✐♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥t♦✉r✱ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❛✐♥ ♠✉st ❜❡ ✐♥ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡♥✱ ♠♦❞❡❧s ♣r♦✲
✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ε33✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♠❡❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
str❛✐♥ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ≈✲✶✳✺%✳ ■t ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ P♦✐ss♦♥✬s ❡✛❡❝t✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ε33 ✐s ♦♥❡ t❤✐r❞ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛✐♥
ε11✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐s♦tr♦♣✐❝ s✐♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧♦♥❣ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❛♥❞
♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦♥ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣r❛✐♥ ❛r❡ ❝♦❧✉♠♥❛r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ❛ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②
♥❡t✇♦r❦ ✭✧❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛❧❧s✧✮ ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ■t r❡✈❡❛❧s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡
♣r♦❜❛❜❧② t♦♦ ✧s♦❢t✧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❝✮ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✲
✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❝❧❡❛r❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥
❛♣♣❡❛rs ❛t ✶✼✷ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ■♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ str❡ss ✢♦✇s✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❡①❤✐❜✐t ❛ t❤❡r♠❛❧
✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✷✷✵ ❛♥❞ ✷✸✵ ▼P❛ ❢♦r ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❛✮✮✳ ■♥ ♣❛r✲
❛❧❧❡❧✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ❧♦✇❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✲✵✳✸ ❑ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✲✵✳✶✼
❑ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ str❡ss ✢♦✇s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❡ss ❧❡✈❡❧ ✐s ❛❜♦✉t ✷✵ ▼P❛ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣r❡❛t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
▲♦r❞ ❑❡❧✈✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✹✳✶✳
❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛② ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s✿ ✜rst❧②✱
❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❡st t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t ✇❤❡r❡ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡
♦❝❝✉rs ✭❛❜♦✉t ✽✵ ▼P❛ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❛✮✮✱ t❤❡♥ ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥st❛♥t t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳ ■t r❡✢❡❝ts t❤❛t ❢r♦♠ ✵ t♦ ≈✽✵ ▼P❛ ❡❛r❧② ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❤❛s ❜❡❡♥
♦❝❝✉rr❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡❛r❧② ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❛t ✽✵ ▼P❛ ✐♥ t❤❡
✜❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❛✮ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞✳ ❚❤✉s ❞r♦♣
♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ✐♥ ♣❛rt ❜❛❧❛♥❝❡ ❜② ❡❛r❧② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ ✽✵ t♦ ≈✷✵✵ ▼P❛✱
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❡❧❛st✐❝ t❤✉s t❤❡ ❞r♦♣ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❛❧s♦
❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❛✮✳
✼✳✷✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✷✷✼
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❝✮ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✳✷ % ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✳ ❚❤❡♥ t❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤✐s
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡
❝♦♥t♦✉r ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♦✇♥ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❛✮✮ t❤❡ ❋❊ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐t ✐ts ♦✇♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✉s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❡❛❞❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✉♥❞❡r❧✐♥❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧r❡❛❞② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
❝❤❛♣t❡r ✻✳✶✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇❤❡♥ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❞❡✈✐❛t❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦✐♥t t❤❛t
❛ ✈✐rt✉❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ ✵ t♦ ≈✶✳✷% ♦❢
♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❝✮✮✳ ■t ✇✐❧❧
❧❡❛❞ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t♦ ❛ ♠✐s❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞✴♦r ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥
♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤✉s ✐t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽✳✶✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡ss ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ str❡ss ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❣r❡❛t ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥✲
❝❡r♥✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱
❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡✲
s♣♦♥s❡s✳ ❆ s❧✐❣❤t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ str❡ss r❡s♣♦♥s❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ q✉✐t❡ s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ♦♥❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳
✼✳✷ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s
❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ❢r♦♠ ✭❛✮ t♦ ✭❢✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ U1✱ U2 ❛♥❞ U3
✭❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ②✐❡❧❞ ✭✉♣♣❡r ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❧♦✇❡r ❧✐♥❡✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥✐t✱ µm✱ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❣✉r❡✱ ❛♥❞ ✐♥ % ♦♥ ❜♦tt♦♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❝❡♥t ❝♦❧♦r❜❛r
♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t U2 ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❛❝t
♣❡r❝❡♥t ❝♦❧♦r❜❛r ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ E = 100.
∣∣∣∣∣U
exp
2(t)
− Unum2(t)
U exp2(t)
∣∣∣∣∣✱ ✇✐t❤ E t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥
%✳ ❆s U1 ❛♥❞ U3 ❝r♦ss t❤❡ ③❡r♦s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡
♠❡❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ E = 100.
∣∣∣∣∣U
exp
i(t)
− Unumi(t)
U¯ expi(t)
∣∣∣∣∣✱ ✇✐t❤ U¯ expi(t) ❛ s❝❛❧❛r✳
❋✐rst❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts U1 ❛♥❞ U2✱
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r U1 ❛♥❞ U2 ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❞❡✲
✈✐❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦✇❛r❞ ③❡r♦ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✷✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇✳
❚❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✸ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✮ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❡❛♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✻✳✾✾%
✭±4.49✮✱ ✵✳✹✽% ✭±0.33✮ ❛♥❞ ✷✷✳✷✶% ✭±17.00✮ ❢♦r U1✱ U2 ❛♥❞ U3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✭❛✮
∣∣Uexp1 − U♠✐s❡s1
∣∣ ✭❜✮ ∣∣Uexp2 − U♠✐s❡s2
∣∣ ✭❝✮ ∣∣Uexp3 − U♠✐s❡s3
∣∣
✭❞✮
∣∣∣Uexp1 − U❝r②st❛❧1
∣∣∣ ✭❡✮
∣∣∣Uexp2 − U❝r②st❛❧2
∣∣∣ ✭❢✮
∣∣∣Uexp3 − U❝r②st❛❧3
∣∣∣
❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s U1✱ U2✱ U3 ✐♥ µm ✭♦♥ t♦♣✮ ❛♥❞ ✐♥ % ✭♦♥
❜♦tt♦♠✮ ❛t 2.5% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✳ ✭❢r♦♠ ❛ t♦ ❝✮ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✭❢r♦♠ ❞ t♦ ❢✮ ❝r②st❛❧ ♦♥❡✳
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ U2 ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ✜❡❧❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t②✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ε22 ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ P❡❛❦s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✶✳✺%✳
❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t U1 ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r②
❧✐♠✐t❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✼✾% ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵%✳
✼✳✸✳ ❙tr❛✐♥ ✜❡❧❞s ✷✷✾
■t ♥♦t❛❜❧② ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ s❛♠❡ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✢♦✇ ✐♥
❡✈❡r② s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦❧✉♠♥❛r ❣r❛✐♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦r❡
t❤❛♥ ✼✾% ♦❢ ❣r❛✐♥s✳
◆♦t✐❝❡✱ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ❢r♦♠ ✷✵ t♦ ✷✺ % ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s
s♠❛❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛✐♥s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞
s♠♦♦t❤ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ✐t ❡①✐sts ❛ ✧❤❛r❞ r❡✲
❣✐♦♥✧ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❞♦❡s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥ts ♣r❡❝✐s❡❧② t❤✐s ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■t ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛ s✉❜✲s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ✭t✇✐♥♥❡❞✮ ❣r❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛r❡❛✳
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✜❡❧❞✱ ♦♥❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t U3✳ ■t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❧②✱ ✷✼% ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵% ❛♥❞ ❝♦♥tr❛r②
t♦ U2 ❛♥❞ U1 t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
❛❣❣r❡❣❛t❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳
■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✸ ✭❞✮✱ ✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✈✐✲
❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ s❡t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ U2 ❛♥❞ U1 ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②✱
♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ✧❢r❡❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✧ U3✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❡❛♥
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ✾% ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵% ❢♦r t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧✳ ❊✈❡r② ❤✐❣❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♣♦t
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❤❡r❡ ✈❛♥✐s❤❡❞ ♦r ❧✐♠✐t❡❞
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❤❛s s❤♦✇♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t ❛♥❞ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❙♦♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s
❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❛✐♥
❦✐♥❡♠❛t✐❝s ✐s ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ♦♥❧② s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❛②❜❡ ❞✉❡ t♦ s✉❜✲s✉r❢❛❝❡
❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ♦♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉r❢❛❝❡
t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛✲
♣❤② ✐s ✇❡❧❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❝t✐✈✐t②✱ t❤✉s ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧✳
✼✳✸ ❙tr❛✐♥ ✜❡❧❞s
❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ε11✱ ε22 ❛♥❞ ε33 ❛t ✷% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥
❢r♦♠ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✭✶st ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♦♥❡ ✭✷nd ❝♦❧✉♠♥✮✳
❋✐rst❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✭✶st ❝♦❧✉♠♥✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝r②st❛❧ ♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❧♦♥❣ ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ♣❧❛st✐❝ ❜❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❛♣♣❛r❡♥t s♠❛❧❧ s♣♦ts ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ε22 str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ✼✳✹ ✭❝✮✮✱ t❤❡ ❝r②st❛❧
♦♥❡ r❡✈❡❛❧s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❡ s❛♠❡ ❤✐❣❤ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❡ss s♠♦♦t❤❧② str❛✐♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❣r❛✐♥ t♦ ✐ts
♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❞✉❡ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧
✷✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥s ✐s ♦♥❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ②✐❡❧❞ str❡ss✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❝❛❧❛r✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ s❧✐♣ ✈❡❝t♦r ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇❛s ✜rst ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ✈♦♥ ▼✐s❡s ❬✈♦♥ ▼✐s❡s ✶✾✷✽❪✳ ❍❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ t❤❛t ❛ s❡t ♦❢
✜✈❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❧✐♣ s②st❡♠s ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♠♣♦s❡ ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ✈♦❧✉♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t
♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❜② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ s❧✐♣✳ ❚❤✉s ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧
str❛✐♥ ✜❡❧❞s ❛r❡ s♠♦♦t❤ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♠♣♦s❡s ❛ ❣r❡❛t ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ str❛✐♥
❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❧❧♦✇s ❛♥② str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡
♣✐❝t✉r❡ ✼✳✹ ✭❝✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✱ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ ✐❞❡♥t✐❢② ✸ ♠❛✐♥ s♣♦ts ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t✮✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ ✐s ❧♦✇❡r
❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ s♣♦t ❜✉t ❡①❤✐❜✐ts q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞ ❝♦♥tr❛r② t♦ ♣✐❝t✉r❡ ✼✳✹ ✭❞✮ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡s
s♣♦ts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦✇❡r str❛✐♥ ❛r❡❛s✳ ❚❤✉s ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♣♦✐♥t t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❛❧
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ❜✉t t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❣r❛✐♥ t♦ ❣r❛✐♥✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ■t ❝♦♥❝❡r♥s str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s✱ ♥♦t❛❜❧② ε22✳ ■t
r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵✳✺% t♦ ✺% ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✶✳✹% t♦ ✷✳✾% ✐♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♦♥❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
❝♦❧♦r♠❛♣s ❛r❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t s❛t✉r❛t❡❞ t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ str❛✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥
r❡❛❧✐t② ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ str❛✐♥✳ ■t
❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✈❡r② ❝❧♦s❡❞ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳ ❈r②st❛❧ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧
r❡✈❡❛❧ s✐♠✐❧❛r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ s✐♠✐❧❛r ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❜✉t t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧
♠♦❞❡❧ t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤✐s ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳
❚❤❡ ❧❛st ♣♦✐♥t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡ ε33 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✹ ✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮✮✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧
♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✹ ✭❢✮✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❞❡❡♣❡r ♣❧❛t❡❛✉ ❢r♦♠ ✲✶✳✻ t♦ ✲✷✳✺% ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡
❞♦♠❛✐♥✳ ■t ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ❛r♦✉♥❞ ✲✶%✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❛ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡r ♦♥❡✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❞♦❡s
♥♦t ♣♦✐♥t ❛♥② s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✹ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ε11 ❛♥❞ ε22 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✹ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮✮✳ ❚❤✉✱ t❤✐s ✐s
✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❛✐♥
✜❡❧❞s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳
❚♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ❧❡t s❡❡ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❛✮ ✇❤✐❝❤
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♣r♦✜❧♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ ❞❡❡♣❡r
♣❧❛t❡❛✉ ❞♦♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✹ ✭❢✮✮ ✐s ❞r❛✇♥ ✇✐t❤ ❛ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳ ❖♥❡ ♥♦t❡
❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦t❛❜❧②
✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✐s
❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡①t❡♥❞s ❢r♦♠ ❧❡❢t ❜♦tt♦♠ ❝♦r♥❡r t♦ r✐❣❤t ✉♣♣❡r ♦♥❡ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❝r②st❛❧❧✐♥❡
♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐t s✐♠✐❧❛r tr❡♥❞s✳ ■t ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✳
✼✳✸✳ ❙tr❛✐♥ ✜❡❧❞s ✷✸✶
✭❛✮ ε②✐❡❧❞11 ✭❜✮ ε
❈r②st❛❧
11
✭❝✮ ε②✐❡❧❞22 ✭❞✮ ε
❈r②st❛❧
22
✭❡✮ ε②✐❡❧❞33 ✭❢✮ ε
❈r②st❛❧
33
❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛t ✷% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✭✐♥ %✮✿ ✶st ❝♦❧✉♠♥ →
②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✷nd ❝♦❧✉♠♥ → ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧
✷✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡❛❞❡❞
❜② s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ❛s ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❝♦❧✉♠♥❛r✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❝♦❧✉♠✲
♥❛r ❣r❛✐♥s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ ♣❛rt t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✉❜✲s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡
✐s s❡❝♦♥❞✲r❛t❡✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ s✉r❢❛❝❡ r❡❧✐❡❢ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✳
❆s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ ♣♦✐♥t t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✐t✐❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉r❢❛❝❡ r❡❧✐❡❢✿
• t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
• t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ s❤❛♣❡
• t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡
• t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❖♥❡ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡s❡ ✜❡❧❞s✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥t ♠❡❛♥ ❣r❛♥✉❧❛r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ str❛✐♥ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧
✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡✳
❙♦♠❡ s❧✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✜❡❧❞s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❛✮✮ s❡❡♠ t♦ ❛♣♣❡❛r✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧r❡❛❞② ❛♥♥♦✉♥❝❡ t❤❛t ♥♦ ❝❧❡❛r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✳
❋✐rst❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❛✮✿ ✭✶✮ t❤❡ ♠✐❝r♦tr✉❝t✉r❡✱ ✭✷✮ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ε33 ❛r❡❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❝r②st❛❧ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✭❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ s❡❡ ✼✳✹ ✭❢✮✮✱ s♦♠❡
❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❝✐r❝❧❡s 1✱ 2 ❛♥❞ 3✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✸
❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♥♦t❡❞ A ❛♥❞ B ❧♦❝❛❧✐③❡ ♠❛♥② r❡❣✐♦♥s ✇❤♦s❡ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s
≈ 7µm ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❡s r❡❣✐♦♥s ❛t ✵ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t✳ ▲❡t s❡❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❝✐r❝❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❛✮✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❧♦❝❛❧✐③❡ ❝❧❡❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢
❧♦✇ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧❡✈❡❧s✳ ●r❛✐♥s ✐♥ ❝✐r❝❧❡ ♥♦t❡❞ 1 ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❛✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✶✳✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡✐r s❡❝♦♥❞ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❝✮✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡✐r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t t❤❡
❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✉s t❤❡✐r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛r❡ ❛❧♠♦st ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤r❡❡ ❝✐r❝❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ✈❡r② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❊✉❧❡r
❛♥❣❧❡ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❝✮✮✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝❧❡ 1✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ tr✐♣❧❡ ❣r❛✐♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❜✮✮✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❜✮ t❤❛t ✐t
✐s ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛♥✉❧❛r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳
✼✳✸✳ ❙tr❛✐♥ ✜❡❧❞s ✷✸✸
✭❛✮ Uexp3 ✐♥ µm ✭❜✮
∑
Ωg
∆θA/B
mini
dΩg ✐♥ ❞❡❣r❡❡
✭❝✮ θ2 ✐♥ r❛❞✐❛♥
❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ✭❛✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧♦♠❡tr② ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢✿ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡
ε33 str❛✐♥ ✐♥ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳ ✭❜✮ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛♥ ❣r❛♥✉❧❛r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ ✭r❛❞✮
❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❢❡✇ ♠✐s♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ✐✳❡✳ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡❢♦r♠
✉♥✐❢♦r♠❧②✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✐♥ ✐ts ❝❡♥t❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥t♦ ❝✐r❝❧❡ 2✳ ❘❡❣✐♦♥s 1 ❛♥❞ 2 r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✧❤❛r❞✧ r❡❣✐♦♥s ✭s❡t ♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛✐♥✮
s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ ✧s♦❢t✧ ♦♥❡s ✭❧♦✇ ♠✐s♦r✐❡♥t❡❞ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥✮✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥✱ ✐♥ ♣❛rt✱ ♦❜s❡r✈❡❞
♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❛✮✳
❚❤❡♥✱ ❧❡t ❢♦❝✉s ♦♥ ❞♦♠❛✐♥ A ❛♥❞ B ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❝✮✳ ❆ s❧✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝♦♥❞ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡
Φ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ A t❤❛t Φ
✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ✵✳✺✾ r❛❞✐❛♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✵✳✺✶
✷✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ♠❛♥② ❣r❛✐♥ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❇ ♦r
❝❧♦s❡ t♦✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ✵✳✺✹ r❛❞✐❛♥s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❛t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐t ✐s
❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ❝❧❡❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss❀ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ ❧♦✇ ♦r ♠❡❛♥ Φ ❧❡✈❡❧s
❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❞❛❧❡✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ♠❛♥②
❤✐❣❤ Φ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ A ❛♥❞ B ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡❧✐❡❢ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳
❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t❤❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t Φ ❛♥❣❧❡ ❞❡❢♦r♠s ❡❛s✐❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲
♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❣r❛✐♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ Φ ❛♥❣❧❡ t❡♥❞s t♦✇❛r❞ ③❡r♦s✳ ❚❤✉s ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡
t♦ ♣♦✐♥t ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥
s✉r❢❛❝❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥♦ st❛t✐st✐❝s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✳
❚❤❡♥✱ ❧❡t s❡❡ t❤❡ str❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts✱ t❤❡ str❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛✐♥ ✭❛✮ ε11 ❛♥❞ ❛①✐❛❧ ♦♥❡ ✭❜✮ ε22✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
✭❛✮ ε11 ✭❜✮ ε22
❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ str❛✐♥ ❛t ✷% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧
str❛✐♥ ✭✐♥ %✮
❚❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❧❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ str❛✐♥s ♦✈❡r t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t❡✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✜ts r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧ t❤❡ ✇❤♦❧❡
✜❡❧❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡①tr❡♠❛✱ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✜rst ❜✉✐❧❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❡♥❡r❣②✱
str❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❙❡❣❤✐r ✷✵✶✷❛❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
❧❛✇ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ②✐❡❧❞ str❡ss
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t✱ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ t❡①t✉r❡ ✇❛s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞✳
❊❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❖♥❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ✇❡❧❧ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❧♦❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♥♦t❛❜❧② str❛✐♥s ✇❡r❡
✼✳✹✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✷✸✺
✇✐❞❡❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ■t ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ t❡①t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❛♥❞♦♠❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝✉❜✐❝ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛♥② r❡❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝✉❜✐❝
❛s♣❡❝t ♦❢ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❣r❛✐♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛② ❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✇✐t❤✐♥
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ t❡①t✉r❡ ✭②✐❡❧❞
♠♦❞❡❧✮ ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✜❡❧❞s ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❙❡❣❤✐r ✷✵✶✷❛❪✱ ♥❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❦♥♦✇s t❤❛t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ str❛✐♥ ✜❡❧❞ r❡q✉✐r❡s t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✿ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ t❡①t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣❛r✐✲
s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ❙✐♠✐❧❛r ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦
❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛♥② str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❬✈♦♥ ▼✐s❡s ✶✾✷✽❪✱ t❤❡ ❝r②st❛❧
♠♦❞❡❧ r❡✈❡❛❧s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣r❛✐♥ t♦ ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s ♦❢ str❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧② s♣❛❝❡❞ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧
❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ t❡①t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝r②st❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s
❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥s✳ ■t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞
♦✉t t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❛s ✐♥ ♣❛rt r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r②st❛❧
♠♦❞❡❧✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✶✳✶ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡❛❞❡❞ ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✱ ✜❡❧❞s ❛r❡
t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s❡❝♦♥❞ ❊✉❧❡r
❛♥❣❧❡✱ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡✈❡❛❧s
❛ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤ s❡❝♦♥❞ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ s✉r❢❛❝❡ r❡❧✐❡❢ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦✇ s❡❝♦♥❞ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❞❛❧❡✳ ❚❤❡♥ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❞❡❢♦r♠❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭ε22 ❛♥❞ ε33✮ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥
s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❢❡✇ ♠✐s♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✐ts ❝❡♥t❡r
♠❛♥② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✈❡r② ♠✐s♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛✐♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♥♦ ♠♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳
✼✳✹ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡
✼✳✹✳✶ ❋✐❡❧❞s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✼ ❢r♦♠ ✭❛✮ t♦ ✭❤✮ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧
t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥t ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ t✇♦ ✜rsts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝
❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ❨✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ 1st ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ 2nd ❝♦❧✉♠♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝
✷✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
t❡①t✉r❡ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳
❋✐rst✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡♠✐♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✼✳✷ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ t❤❡r♠❛❧
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳ ❖♥❡ ❤❛s s❡❡♥ t❤❛t ❢r♦♠ ✵ t♦ ≈✵✳✷% ✭≈✷✵✵ ▼P❛✮ ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ≈✵✳✷% t♦ ≈✶✳✷% ✐t ✐s t❤❡
r❡✈❡rs❡✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥s r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✼✳✼ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮✱ ✭❞✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❛t❡✈❡r
t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①✐sts✿ ❤♦t ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❋❊▼ ❛♥❞ ❝♦❧❞ ❛t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖♥❡
✉♥❞❡rst❛♥❞s t❤❛t t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ♠✉st ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② s✐♥❝❡ ❜♦t❤ s❡t ♦❢ ✜❡❧❞ ❛t ✽✵ ▼P❛ ❛♥❞ ✶✽✵
▼P❛✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✭s❡❡ ✼✳✷ ✭❛✮✮✱ ❡①❤✐❜✐t ❛❝t✉❛❧❧② ✈✐rt✉❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ♥♦ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ✜rst
✐♥st❛♥ts s✐♥❝❡ ❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❧✐❣❤t ♠✐❝r♦✲❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t② ✐s ✈❛♥✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐rt✉❛❧
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♣✐❝t✉r❡ ✼✳✼ ✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♥t❡♥s❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣❧❛s✲
t✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❝❧❡❛r❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ st✐❧❧ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐ts ✐♠♣❛❝t ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t♦ ✈❛♥✐s❤ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❊▼✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✼ ✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮ s❤♦✇s t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✲
✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✿ s♦♠❡ ❣r❛✐♥s ✉♥❞❡r❣♦ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥s t❤❡♥ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s
♦t❤❡r ❣r❛✐♥s st✐❧❧ ❛r❡ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ t❡♥❞ t♦ ❣♦ ❞♦✇♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s st✐❧❧ ❡❧❛st✐❝ ✇❤❡r❡❛s ❛ r❡❣✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ❝❡♥t❡r ❜❡❝♦♠❡s ♣❧❛st✐❝
❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t❡s ❛ ❧♦t✳ ❚❤✐s str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✹
✭❞✮ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❤❛s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡①❤✐❜✐ts ❧♦✇ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❤❡❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✼ ❡①❤✐❜✐ts str❛✐♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✹ %✳ ❚❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳
❚❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦t s♣♦t ❛♥❞ ❛ ❧♦♥❣ ❝♦❧❞❡r r❡❣✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❚❤❡
❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡✈❡❛❧s ❛ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r r❡❣✐♦♥
✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② ♠❛♥② ❣r❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦❧❞❡r r❡❣✐♦♥✳ ▼♦❞❡❧s r❡✈❡❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❛t s✉r❢❛❝❡ t❤❡r♠❛❧
✜❡❧❞s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t② t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ t❡st✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 100mK ❛s s❤♦✇♥ ✐t ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✼
✭❡✮✱ ✭❢✮✱ ✭❣✮ ❛♥❞ ✭❤✮✳
❚❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧
✜❡❧❞s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✿
• ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦r❞❡r t❤❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❡s
✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✮✳
✼✳✹✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✷✸✼
✭❛✮ θ ✐♥ ♠❑ ❛t σ22 = 80 ▼P❛ ✭❜✮ θ ✐♥ ♠❑ ❛t σ22 = 80 ▼P❛
✭❝✮ θ ✐♥ ♠❑ ❛t σ22 = 180 ▼P❛ ✭❞✮ θ ✐♥ ♠❑ ❛t σ22 = 180 ▼P❛
✭❡✮ θ ✐♥ ♠❑ ❛t σ22 = 220 ▼P❛ ✭❢✮ θ ✐♥ ♠❑ ❛t σ22 = 220 ▼P❛
✭❣✮ θ ✐♥ ♠❑ ❛t σ22 = 270 ▼P❛ ✭❤✮ θ ✐♥ ♠❑ ❛t σ22 = 270 ▼P❛
❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s θ = T − T0 ✭♠❑✮ ❛t ✭❛✱❜✮ E1❂✽✵▼P❛✱ ✭❝✱❞✮ E2❂✶✽✵▼P❛✱ ✭❡✱❢✮
P1❂✷✷✵▼P❛ ❛♥❞ ✭❣✱❤✮ P2❂✷✼✵▼P❛ ❢♦r ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✭✶st ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✷nd ❝♦❧✉♠♥✮
✷✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
• t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✼ ✭❢✮✱ ♦❝❝✉rs ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥ t❤❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✮✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥s ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡❣✐♦♥
♥♦t❡❞ 1 ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❛✮✳ ❚❤✉s ♠♦❞❡❧s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ♣❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛
s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✜rst❧②✱ t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ❞❡❡♣
❞❛❧❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❛✮✮✱ s❡❝♦♥❞❧② ✇❤❡r❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥s ❛r❡ ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✹ ✭❞✮✮✱ t❤✐r❞❧② ✇❤❡r❡ s❡❝♦♥❞ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡ ❛r❡ ✈❡r② ❧♦✇ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❝✮✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
✇❤❡r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♠✐s♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ✇❡❧❧ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ✧s♦❢t✧ r❡❣✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s❧✐❣❤t❧②
♠✐s♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛✐♥s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✭❜✮✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ✼✳✼ ✭❣✮ ❛♥❞ ✭❤✮ t❤❛t t❤❡ ❡❛r❧②
❤♦t s♣♦t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧ ♠✐❝r♦✲♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ✉♣ t♦
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ❡①t❡♥❞s ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
• t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲
s❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡s ✹✳✺ ✭❞✮✱ ✹✳✻ ✭❞✮✱ ✹✳✽ ✭❞✮ ❛♥❞ ✹✳✾ ✭❞✮✮ ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✐s
❝❧❡❛r❧② ♥♦t ❧❡❛❞❡❞ ❜② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✼ ✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮✮
t❤✐s ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ ❣r❛✐♥s ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥✲❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✐ss✐♣❛t❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ st✐❧❧ ✐s ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ✈❛❧✐❞ ❡✈❡r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❦❡② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✲
✉r❡ ✼✳✽ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛t ✷✳✺% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✭❡♥❞ ♦❢ t❡st✮✳ ❚❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ②✐❡❧❞ ❛♥❞
❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐rst❧②✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ q✉✐t❡
s✐♠✐❧❛r✳ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵%✳ ■t ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✇❡❧❧
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ◆♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤✐❝❤ ♥♦t❛❜❧② ♠❡❛♥s t❤❛t ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ s♣❛t✐❛❧❧② ✇❡❧❧ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s✱ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧
✐s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ t❤❡r♠❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✶✳✽% ♦r ✶✺♠❑✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ r❡❝❛❧❧
t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ✸✵♠❑✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✷% ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ❛❜♦✉t ✸✲✹%✳ ❖♥❡
♣♦✐♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✼✳✽ ✭❜✮✿
• t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ❆✸✶✻ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ❖♥❧②
✈❡r② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❡❛❦s ♦❢ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✼✳✽ ✭❜✮ ❛r❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥ts
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✿
✕ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✜♥❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r②✱ ✉s✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭GNDs✮✳
✼✳✹✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✷✸✾
✕ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✈❡♥t✉❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s✐st❛♥❝✐❡s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ t❡st❡❞ ❝❛s❡✱ t❤❛t ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t②✱ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✲
✐t✐❡s✱ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥s ✳ ✳ ✳ ♣❧❛② ❛ s❡❝♦♥❞❛r② r♦❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡✱ s✐③❡✱ s❤❛♣❡ ❛♥❞
❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✳
✭❛✮ ∆T yield(2.5%) ✭❜✮ ∆T
Crystal
(2.5%)
❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s T ✐♥ % ❛t 2.5% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✿ ✭❛✮ ②✐❡❧❞
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✭❜✮ ❝r②st❛❧ ♦♥❡✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❡✈✐✲
❞❡♥❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝✐t② ❞♦♠❛✐♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ✐♠♣❛❝t
❜❡❝♦♠❡s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♥❡ ✇❤❡♥ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t② ♦❝❝✉rs✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ t❤❛t
t❤❡ ♠❛✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✮ ✐s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞
s✐♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t ✐t✳ ❚❤✐s t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠♦r❡♦✈❡r
❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡♥s❡ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥s ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ s✉r❢❛❝❡ r❡❧✐❡❢ ❛r❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✭s❡❡ ✼✳✹ ✭❞✮ ❛♥❞ ✼✳✺ ✭❛✮✮✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ♠♦❞❡❧s ❡①❤✐❜✐t ❛❧s♦ ❝♦❧❞❡r r❡❣✐♦♥s✳
■t ❝♦♥✜r♠s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ❧♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡
r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥
✶✵% ❛♥❞ t❤❛♥ ✷% ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧
✜❡❧❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② ❢♦r t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ✜❡❧❞s✳ ■♥ s♣✐t❡
♦❢ t❤❡ ❤❡❛✈② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❧❡❛❞ t♦ ❛ t❤❡r♠❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t ❞✉❡ t♦ ❛rt✐❢❛❝ts ❜✉t
r❡✢❡❝ts ❛❝t✉❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ♣♦✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳
✷✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
✼✳✹✳✷ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥✿ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛✐♥
▼♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ str❛✐♥ ❛♥❞
t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❣♦ ❞❡❡♣❡r ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② ❛♥ ♦t❤❡r
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✿ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ ❧♦❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♠✲
♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r r❡❣✐♦♥s✳
❚♦ ♣❡r❢♦r♠ s✉❝❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛❧r❡❛❞② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s ♥♦t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜✉t t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t
❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛rt✐❢❛❝t ❡✈❡♥ ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡✳ ❚♦ r❡❛❧✐③❡ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ❛ ❣r❛✐♥
✇❤✐❝❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡①❤✐❜✐ts s✐♠✐❧❛r s❧✐♣✲s②st❡♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❣r❛✐♥
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✼✳✾ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳
❋✐❣✉r❡s ✼✳✾ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿
• t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♥t ✐♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞ ✭t❡st t✐♠❡ ❂ ✷✳✶✺s✮✳ ■t ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t ✇❤❡♥
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧
str❛✐♥✳ ■t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋✳❊✳ ❣r❛✐♥✳
• t❤❡ s②st❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✹ ♦r ✺✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠
❛r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ❚❤✐s ✜❡❧❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s②st❡♠ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳
• t❤❡ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ❧❡✈❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s②st❡♠ C1 ✐♥ ▼P❛✳ ❖♥❡ ♣r❡s❡♥ts t❤✐s ✜❡❧❞ s✐♥❝❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❧❡❛❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝
s②st❡♠✳
• t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♥t ✐♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞✳ ❚❤✐s ✜❡❧❞ ❛❧❧♦✇s ❛ ❞✐r❡❝t
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✾ ✭❛✮
▲❡t ✜rst❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤r❡❡ ❡❛r❧② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✾
✭❛✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ✜rsts ❛r❡ ♦♥ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❣r❛✐♥ ❡①tr❡♠✐t✐❡s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧
✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♥t ✐s r❛♣✐❞❧② st♦♣♣❡❞✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐♥✐t✐❛t❡s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡♥
♣r♦♣❛❣❛t❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♥t r❡q✉✐r❡❞ ≈✶✷♠s✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✾
✭❛✮ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ✜❣✉r❡ ✼✳✾ ✭❝✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥t♦
t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❘❙❙ ♦♥ s②st❡♠ C1 ✐s ❤✐❣❤ ✭❢r♦♠ ✾✵ t♦ ✶✵✵ ▼P❛✮ ❛♥❞ q✉✐t❡ ✉♥✐❢♦r♠✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜♦t❤
❧❛t❡r❛❧ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❘❙❙ ♦♥ s②st❡♠ C1 ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥
♦❝❝✉rs ❡❛r❧② ❛♥❞ t❤❡♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡✳ ❚❤✉s ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ C1 ❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳
✼✳✹✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✷✹✶
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✉r❡ ✼✳✾ ✭❜✮✱ t❤❡ C1 s②st❡♠ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♥♦t t❤❡ ♠♦r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠
❛♥❞ t❤✉s ❞♦❡s ♥♦t ♠❛♥❛❣❡❞ ❡♥t✐r❡❧② t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣❧❛st✐❝✐t②✳ ❆❝t✉❛❧❧② ✺ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s②st❡♠s ❤❛✈❡
❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❘❙❙ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡st✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✾ ✭❜✮ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❛t ❧❛t❡r❛❧ r❡❣✐♦♥s ❤❛✈❡
❛ ❣r❡❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s②st❡♠ A6 ❛♥❞ A3 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ s②st❡♠ D1 ❛♥❞ D6✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ C1 ❤❛s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❘❙❙ t❤❛t t❤❡s❡ s②st❡♠s ❜✉t ❛s ✐ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡
✐s s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r ✭≈✲✺▼P❛✮✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✾ ✭❜✮✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✺
s②st❡♠s ❛❝t✐✈❛t❡s ♣❧❛st✐❝✐t② ✭A6✱ C1 ❛♥❞ A3✱ D1✱ D6✮ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❧② ✷ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
✭A6 ❛♥❞ C1✮✳ ■t ❤❛s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ✇✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ✭❛✮ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♥t ✐♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞✱ ✭❜✮ t❤❡ s②st❡♠s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✱ ✭❝✮ t❤❡ ❘❡s♦❧✈❡❞
❙❤❡❛r ❙tr❡ss ❧❡✈❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s②st❡♠ C1 ✐♥ ▼P❛ ✭❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞✮ ❛♥❞ ✭❞✮ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♥t ✐♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✾ ✭❞✮✮✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ A6 ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt
♦❢ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ C1 ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛t❡ ✇✐t❤ C1 s②st❡♠ ✭♦♥
t♦♣✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♥t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠ A6 ✇❤✐❝❤
✐s st✐❧❧ ❡❧❛st✐❝ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✮✳ ❖♥❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♥t ✐♥ ❛ ❣r❡❛t
✷✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
♣❛rt ♦❢ s②st❡♠ C1 s♣❡♥❞s ≈✶✺ ♠s ❜✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡♥❞s ≈✽✵ ♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥
C1 ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ A6 ♦♥❡✳
❚❤✉s ♦♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t✿
• ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❡❧❧ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ s②st❡♠ A6 ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ❣r❛✐♥
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✾ ✭❜✮✮✳
• ■t ❛❧s♦ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❧❛t❡✲t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ s②st❡♠ ❞♦♠❛✐♥ r❡❧❛✲
t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ ❣r❛✐♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✾ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❞✮✮✳
• ■t ❝❛♣t✉r❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ s②st❡♠ C1 t❤❛t ✐s ✐♥ t♦t❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✾ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡s s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
s❧✐♣✲s②st❡♠s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✾ ✭❜✮✮✳
• ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ C1 s②st❡♠✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ♥♦t❡❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛t❡s ♦♥ t♦♣✱ t❤❡♥ ♣r♦♣❛✲
❣❛t❡s ❛♥❞ st♦♣s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✐t ✐♥✐t✐❛t❡s ♦♥ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ◆♦
❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❤❛s s❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t ✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❧✐♣✲s②st❡♠s ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡✲
♦✉s❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡ ❛♥②♠♦r❡✳
❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t♦ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❜❛rr✐❡rs✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❣r❛✐♥ ✐s✿ ✭✶✮ t❤❡ s②st❡♠s
❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇❤❡r❡❛s t❤❡② ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳
❚❤✉s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ r❡s♣♦♥s❡✳ ✭✷✮ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s❧✐♣✲s②st❡♠s ❝r♦ss
❡❛❝❤ ♦t❤❡rs ✇❤❡r❡❛s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ s❧✐♣✲s②st❡♠ ✇♦r❦ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ✐♥ ✐ts ♦✇♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
❞♦♠❛✐♥✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ ❛ ❣r❡❛t s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛r❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛st✐❝ ✭❞✐ss✐✲
♣❛t✐✈❡✮ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✾ ✭❞✮ ✭❞❛r❦ r❡❣✐♦♥✮ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❘❙❙ ♦♥ s②st❡♠ C1 ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✾
✭❝✮✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❘❙❙ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✭≈✶✵✵ ▼P❛✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
✇❤❡r❡ ❡❛r❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❤❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❧♦✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❙❙ ♦♥
s②st❡♠ C1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❧❛t❡✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ ❛❝t✐✈✐t② ♦♥ s②st❡♠ C1✳ ❚❤❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❧✐♣ s②st❡♠ ❛♥❞ r♦✉❣❤ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t
t❤❡r♠❛❧ s❝❡♥❡✳
❚❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♣❧❛st✐❝
s❤❡❛r ♦♥ s②st❡♠ C1 ❛♥❞ A6✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✐t r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡❛r❧② ♣❧❛s✲
t✐❝ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈❡s
❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✹✳✶ ❛♥❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ■✳✶✱ ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❚❤✉s
✐t ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
✼✳✺✳ ❙tr❡ss ✜❡❧❞s ✷✹✸
✼✳✺ ❙tr❡ss ✜❡❧❞s
❖♥❡ ♣r♦♣♦s❡s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡ss ✜❡❧❞s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s st✐❧❧
❤❛r❞❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ❡✈❡♥ ✐❢ ♠❛♥② ♣r♦❣r❡ss❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡
t❤❛♥❦s t♦ ❳✲r❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬❙✐♥❣❤ ✶✾✾✽✱ ▲✐ ✷✵✵✹✱ ❚❛♠✉r❛ ✷✵✵✺✱ ❲❡✐❞♥❡r ✷✵✶✵❪✳ ■♥ ❬❲❡✐❞♥❡r ✷✵✶✵❪
t❤❡ ❛✉t❤♦r ♣♦✐♥ts ♦✉t ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✶✵ ▼P❛ ❢♦r ✺✵①✺✵①✺✵✵ µm3 s✐❧✐❝❛t❡ ♠✐♥❡r❛❧s s♣❡❝✐♠❡♥✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❡❛❝❤
♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✵ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✜rst❧② ♠❡❛♥ ❣r❛♥✉❧❛r str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
②✐❡❧❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ▼❡❛♥ ❣r❛♥✉❧❛r str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s✿ ✭❛✮ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✭❜✮ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧
❘❡❞ ❛♥❞ ♠❛r❦❡❞ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♠❡❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛①✐s✳ ❖♥❡ ♦❜✲
s❡r✈❡s ✐♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t t❤❡ str❡ss ❧❡✈❡❧ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✷✷✺ ▼P❛ t♦ ✸✷✺ ▼P❛ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✱
✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✵% ♦❢ ❣r❛✐♥ str❡ss❡❞ ♦✈❡r ✷✼✵▼P❛✳ ❋♦r t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❛♥❣❡s
❢r♦♠ ✶✺✵▼P❛ t♦ ✺✵✵▼P❛✳ ❚❤✉s ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✲
✈✐❛t✐♦♥ ✐s ✸ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ str❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳ ❚❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ str❡ss ♣❛t❤ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t ❢r♦♠ ✹✺ ▼P❛✱ ♠❛♥② ❣r❛✐♥s
❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✉♥❞❡r❣♦ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ 2 ✭❛①✐❛❧✮✱ ε22✱ ❛♥❞
t❤❡♥ ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❡❧❛st♦♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♣ t♦ q✉❛s✐ ♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r
❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡❝✐s❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶ s✉❝❤ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❞✉❡
t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠✉❧t✐❛①✐❛❧✐t② ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡st✱ ♥♦t❛❜❧② tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❡ss❡s✳
❖♥❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡s t❤❛t ❣r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦ ❡❛r❧② ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦✇❡r str❡ss ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ■t ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ✉♥✐❢♦r♠
✷✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❧❛st✐❝ ♣❡r❢❡❝t❧②
♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❡✈❡♥ s♦❢t❡♥✐♥❣✳ ■t ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✻✳✶✮✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✉s
✐t ♣❡r♠✐ts t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ❡✈❡r② ❣r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦♥❡ str♦♥❣
❡❛r❧② ♣❧❛st✐❝✐t② st♦r✐♥❣ ♠❛♥② ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s t❡♥❞ t♦✇❛r❞ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ st❛t❡✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ str❡ss ✜❡❧❞s✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✶ ❢r♦♠ ✭❛✮ t♦ ✭❤✮ ♣r❡s❡♥t ❛①✐❛❧ str❡ss ✜❡❧❞✱ σ22 ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ✐♥st❛♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♣r❡s❡♥ts r❡s✉❧ts ♦❢ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♦♥❡✳
❋✐rst❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡❛r❧② ♣❧❛st✐❝ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮✮✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✭❛✮ t❤❛t ♠❛♥②
s♠❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✉♥❞❡r❣♦ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳ ■♥ t❤❡s❡ ❣r❛✐♥s t❤❡ str❡ss st❛t❡ r❡♠❛✐♥s ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✈❡r② s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢
❤✐❣❤ str❡ss ❝r♦ss✐♥❣ ❜❛♥❞s ❢r♦♠ t❤✐s ♣❧❛st✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♠❛②❜❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ❧♦❝❛❧ ❝r♦ss✲
✐♥❣ ❜❛♥❞s ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✭❝✮✱ ✐✳❡✳ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r✱ ✐✳❡✳ ❡✈❡r② ❣r❛✐♥ ✉♥❞❡r❣♦ ❛ s✐♠✐❧❛r
❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ t❤❡ ✜❡❧❞ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❛♥ r❡s♣♦♥s❡✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✭❡✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
✭❣✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝❧❡❛r ✐♥❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ str♦♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts
♦❢ str❛✐♥ ♦r str❡ss✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜❡❧❞ ❢r♦♠ ✽✵ ▼P❛ ♦❢
♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✶✵ t♦ ✶✻✵ ▼P❛ ❛t t❤✐s ✐♥st❛♥t ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s✱ ❢r♦♠ ✽✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❜❛♥❞ ♥♦t❡❞ H1 ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❢r♦♠ ✽✵ ▼P❛ t♦ ✶✽✵ ▼P❛ ❛ ❝❧❡❛r
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ str❡ss❡s✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤♦t ❜❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✇❛s ♥♦t✐❝❡❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤✐s ❤♦t ❜❛♥❞ ✇❛s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❛♥❞
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥t♦ ❧♦♥❣ ❛♥❞ t❤✐♥ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤✉s✱ ❧❡t ✉s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡ss ✜❡❧❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞
θ = T − T0 ❛t ✷✷✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✷ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛t ✷✷✵ ▼P❛ s✐♥❝❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❤♦t ❜❛♥❞ ✐s ❤❡r❡ ♠♦r❡
❝❧❡❛r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ ✶✽✵ ▼P❛ ❛s ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✭❞✮✮✳ ❚❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡ss ✜❡❧❞✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝✲
t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧② str❡ss❡❞ ❣r❛✐♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ s✉❝❤ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
✸✵✲✹✵ ♠❑✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✈❡♥ ✐♥ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t②✳
✼✳✺✳ ❙tr❡ss ✜❡❧❞s ✷✹✺
✭❛✮ σ②✐❡❧❞22 ❛t E1 ✭❜✮ σ
❈r②st❛❧
22 ❛t E1
✭❝✮ σ②✐❡❧❞22 ❛t E2 ✭❞✮ σ
❈r②st❛❧
22 ❛t E2
✭❡✮ σ②✐❡❧❞22 ❛t P1 ✭❢✮ σ
❈r②st❛❧
22 ❛t P1
✭❣✮ σ②✐❡❧❞22 ❛t P2 ✭❤✮ σ
❈r②st❛❧
22 ❛t P2
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ str❡ss ✜❡❧❞s σ22 ✭▼P❛✮ ❛t ✭❛✲❜✮ E1❂✽✵▼P❛✱ ✭❝✲❞✮ E2❂✶✽✵▼P❛✱ ✭❞✲❢✮
P1❂✷✷✵▼P❛ ❛♥❞ ✭❣✲❤✮ P2❂✷✼✵▼P❛✳ t❤❡ ✶st ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✷nd t♦ t❤❡
❝r②st❛❧ ♦♥❡✳
✷✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
❚❤❡♥✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ❤❡❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡s ✼✳✼✮ ❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ✜❣✉r❡s
✼✳✶✶ ✭❡✮✱ ✭❢✮✱ ✭❣✮ ❛♥❞ ✭❤✮✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✭❤✮✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡
❤❡❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛①✐❛❧ str❡ss ❧❡✈❡❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st str❡ss ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ◆♦t❛❜❧②✱
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤✐♥ t✇✐♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② str❡ss❡❞✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛①✐❛❧ str❡ss ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ r❡❣✐st❡r❡❞ ❛t ✷✺✸ ▼P❛ ✭❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
t❡st✮ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✷ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❤❡❛t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✭❤✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛①✐❛❧ str❡ss ✜❡❧❞✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❤❡❛t❡❞ r❡❣✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡✳ ❙❛♠❡
s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❤✐❣❤❧② str❡ss❡❞ ❣r❛✐♥s ♦r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✐♥ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧②
✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ❤❡❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ θ ✭♠❑✮ ❛t ✭❛✮ ✷✷✵ ▼P❛ ❛♥❞ ✭❜✮ ✷✺✸ ▼P❛ ♦❢
♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡ss ✜❡❧❞ ❢r♦♠ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛t ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✐♥st❛♥t ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❆ ❝❧❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡ss ✜❡❧❞✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ t❡①t✉r❡✱ ✉s❡❞ ❢♦r ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❤❛s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥
♣❛rt ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ■t ❛❧s♦ ♣♦✐♥ts t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦
s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❝❛❧❡✱ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
♠✐❝r♦✲str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳
✼✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✹✼
✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❢r♦♠ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✇❡r❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱
t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❡✈❡r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
str❛✐♥s✱ str❡ss❡s ✳ ✳ ✳
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t s✐♠✐❧❛r t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛t
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡s✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ❝r②st❛❧
♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛❝❝✉r❛t❡ ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧
t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❧❛r❣❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ ❣r❛✐♥ t♦ ❣r❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
②✐❡❧❞ ♦♥❡✳
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐♥ ♣❛rt t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❙♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡❧✐❡❢ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
❧♦❝❛❧ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♥♦ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❛♥❞
❣❧♦❜❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳
❙tr❛✐♥ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❇② ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❡ss✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❡✈❡r②
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤❡❛t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥✳ ■t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲s✐t✉ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❡✈❡♥
❞✉r✐♥❣ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

❈❤❛♣t❡r ✽
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
❈♦♥t❡♥ts
✽✳✶ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✾
✽✳✷ ❊♥❡r❣② ✜❡❧❞s ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✷
✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻✺
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✐t✐❡s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rt ✐s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❡✈❡r② ✐♥t❡r♥❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞
✐ts ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦
st❡♣s✿ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ♦♥❡✳
✽✳✶ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✉❡
❲✐t❤✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥❧② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞♦♥❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r❡❛t s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❛♥❞
❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✳
▲❡t < i > ❜❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✲❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② i ❛♥❞ εp✱ σ✱ ∆T
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢✉❧❧ ✸❉✱ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss t❡♥s♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧❧②✳ ❆s ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✻✳✶ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣♦✇❡r ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ✈♦❧✉♠❡
t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
Wthe = T
∂σ
∂T
: ε˙e ≈ −3KαT · tr (ε˙e) ✭✽✳✶✮
✇❤❡r❡ tr (ε˙e) ✐s t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤❡♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✸ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✳✶✮ ❛♥❞ ✽✳✶ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞ ♣♦✇❡r t❛❦❡s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
Ws =< σ : ε˙
p > −
[
ρCv < T˙ > −k < ∆T > +3Kα < T · tr (ε˙e) >
]
✭✽✳✷✮
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡st t✐♠❡ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
♣♦✇❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✷✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
✉s✐♥❣ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ Emacros ✭t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧
♦❢ Ws ❛♥❞ ♥♦t❡❞ Es ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶ ✭❛✮✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥✲str❡ss ❝✉r✈❡ Emacrosr ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✼✳✷✮✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ q✉❛♥t✐t✐❡s Emacrosh ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✇❤♦❧❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞
✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ < Emicrosh >✳ ◆♦t✐❝❡ ❜♦t❤ ❧❛st ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r s✐♥❝❡ t❤❡
♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ✇❛② t♦ ❛❝❝❡ss ✐t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ Emacrosh ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛r❡❛ ♦❢ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞
❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ✇❛②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ < Emicrosh > ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss ✢♦✇✳ ■t ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞
♣✉r❡❧② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇❛②✳
✭❛✮ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐♥ % ✭❜✮ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐♥ %
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ✭❛✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❡❧❛st✐❝ ✭Ea✮✱ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✭Ed✮✱ st♦r❡❞ ✭Es✮ ❛♥❞ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ✭Eis✮ ❡♥❡r❣②✳
✭❜✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡
t❡st✿ t♦t❛❧ st♦r❡❞ Emacros ✱ st♦r❡❞ ✐♥ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s E
macro
sr ✱ ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ E
macro
sh ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s < Emicrosh >✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② Ea r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ≈ 7.2 mJ.mm−3 ❛t ✷✳✺ %
♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ Ed✱ st♦r❡❞ Es✱ ❛♥❞ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s Ethe r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵
t♦ ✹✳✶✱ ✸✳✶ ❛♥❞ ✲✶✳✻ mJ.mm−3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧❧②✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❛t❛ ❛t ✷✳✺ % ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳
❖♥❡ ✜rs❧t② ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✶✳✸ mJ.mm−3✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ str❡ss✲str❛✐♥
❝✉r✈❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✼✳✷ ✇❤❡r❡ ❛ ❤✐❣❤❡r str❡ss✲❧❡✈❡❧ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞
❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❛❜❧❡ ✽✳✶ t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞✐ss✐♣❛t❡s ❛❜♦✉t ✺✼% ❛♥❞ st♦r❡s ❛❜♦✉t ✹✸% ♦❢ ❛♥❡❧❛st✐❝
❡♥❡r❣②✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝✐♠❡♥ ❞✐ss✐♣❛t❡s ❛❜♦✉t ✼✵% ❛♥❞ st♦r❡s ❛❜♦✉t ✸✵%✳ ❚❤✉s
❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞✐ss✐♣❛t❡s ❧❡ss ❛♥❞ st♦r❡❞ ❛❜♦✉t ≈ 13% ♠♦r❡ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶ ❞❡t❛✐❧s t❤❛t ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ≈ 10% ♦❢ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ≈ 3%
♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♥
✽✳✶✳ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✉❡ ✷✺✶
♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t ❈r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧
✺①✺①✷mm3 ❆✸✶✻▲ s♣❡❝✐♠❡♥✲❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ ✺①✺①✶mm3 ❛❣❣r❡❣❛t❡
✭❣r❛✐♥ s✐③❡≈ 130µm✮ ❝♦❧✉♠♥❛r ❣r❛✐♥s
Ei ✐♥ mJ.mm−3 EaEi ✐♥ % Ei
Ea
Ei
Ea ✺✳✾ ✶✵✵ ✼✳✷ ✶✵✵
Ed ✹✳✶✺ ✼✵✳✸ ✹✳✶ ✺✻✳✾
Es
Es ✶✳✼✺ ✷✾✳✻ ✸✳✶ ✹✸✳✶
Esr ✵✳✺✸ ✾ ✵✳✾ ✶✷✳✺
Esh ✶✳✷✷ ✷✵✳✼ ✷✳✷ ✸✵✳✻
< Esh > ✲ ✷✳✷ ✸✵✳✻
Eis ✲✶ ✲✶✳✻
❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ st♦r❛❣❡ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❡st❡❞
❆✸✶✻▲ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ✭❜✮✱ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② Emacros ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞
❡q✉❛t✐♦♥ ✽✳✷ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡st✱ t❤❡♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❧❛t❡❛✉ ❛♥❞ t❤❡♥
✐♥❝r❡❛s❡s ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r❧② ✉♣ t♦ ✸✳✶ mJ.mm−3✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ Emacrosr ✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛s t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❡❞
❡♥❡r❣②✱ Emacros ✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❡♥❞s t♦✇❛r❞ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ st❛t❡ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✾✸mJ.mm
−3✳ ❇② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ Emacrosh ✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■t ♣r❡s❡♥ts ❛ ❧❡✈❡❧ ❛❧♠♦st
♥✉❧❧ ✉♣ t♦ 0.5% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♣ t♦ ✷✳✶✽mJ.mm−3✳
■ts ✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ t❤❡ ♣✉r❡❧②
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡✱ < Emicrosh >✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢r♦♠ 0.25% t♦ 1.6% ♦❢ ♠❡❛♥ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ str❛✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧
st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❛t❡ ✐s ❧♦✇✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ✇❛②s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ♥♦t t♦t❛❧❧② ❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
< Emicrosh > ❛r❡ ✇❡❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛r❡❛ ♦❢ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② Emacros ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ♠✐st❛❦❡s✳
❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s✉♠ ♦❢ < Emicrosh > ❛♥❞ E
macro
sr ✐s ♣❧♦tt❡❞
✶ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② Emacros ✳ ■t ♣♦✐♥t t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
t♦t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✵✳✷✺% t♦ ✶✳✻% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s str❛✐♥
❞♦♠❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡①❤✐sts ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡①✐sts
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡r♠❛❧ r❡♣♦♥s❡ ♦❢ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❤❛s s❡❡♥ ✇✐t❤✐♥ ✜❣✉r❡s ✼✳✼ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✐s
❝❧❡❛r❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s t❤❡r♠❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❡r♠s T˙ ✱ ∆T r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✿ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② < Emicrosh >
✶❜❧❛❝❦ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛rr♦✇s
✷✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
❢r♦♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡ ✭❛t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✳ ■♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥ t❤✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t♦
❛ ♠✐s❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② Emacros ✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✐♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② Emacros ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛♥ ❛rt❡❢❛❝t r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■t s❡❡♠s t❤❛t ✐ts r❡❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜❝t✐✈❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❜✉✐❧❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠ ♦❢ Emacrosr
❛♥❞ < Emicroh > ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t✇♦ ♣✉r❡❧② ♠❡❝❤❛♥✐❝s q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡r♠❛❧
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❛❣❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ Emacrosh ❛♥❞ < E
micro
sh > ❢r♦♠
✶✳✻% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r st♦r❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■t ❝♦♥✜r♠s r❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪✳
❆♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛
❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛s ✇❡❧❧
❛s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ st♦r❡s ❛❜♦✉t ✶✸% ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ t❡st❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥
❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛✐♥❧② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❆
✜♥❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇❛s ❛❧r❡❛❞②
♣♦✐♥t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡♥ ❜♦t❤ ✇❛②s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ✇❛② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s s❤♦✇s ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡✛❡❝t✐✈❡ st♦r❛❣❡
r❛t❡ ❞✉❡ t♦ ❛ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝
t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ✐♠❛❣✐♥❡s t❤❛t t❤✐s ❡rr♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ✢✉① ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ t♦ t❤❡
❛❣❣r❡❛t❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞✐r❡❝t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ❛s ✐t ✇❛s
❛❧r❡❛❞② ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳✶✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
❛r❡❛ ♦❢ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ r❡✢❡❝ts ❡✛❡❝t✐✈❡❧❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥
r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪✳ ❆t ❧❡❛st✱ ♦✈❡r t❤❡ str❛✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② ❛♥② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
✽✳✷ ❊♥❡r❣② ✜❡❧❞s ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡
❋✐❣✉r❡s ✽✳✸ ❛♥❞ ✽✳✹ ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧❧② ✭❛✮ t❤❡ ❤❡❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ✭❜✮ t❤❡ ❤❡❛t ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s
❜② ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✭❝✮ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ ✭❞✮ t❤❡ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✱
❛♥❞ ❜♦t❤ ♣❛rt st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✿ ✭❡✮ t❤❡ ♦♥❡ st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✭❢✮ t❤❡ ♦♥❡ st♦r❡❞
✇✐t❤✐♥ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s✳ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞♦♥❡ ✉♥❞❡r ❡✈❡r② ✜❣✉r❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✜❣✉r❡s ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ s✉❝❤ ❛s✿ ✧❛✰❜❂❞✲✭❡✰❢✮✲❝✧
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ ♣r❡s❡♥ts r❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❧❡ ✜❣✉r❡ ✽✳✹ r❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❝r②st❛❧
♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜rst ✉♥❞❡r❧✐♥❡ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡♦r✐❝❛❧❧②✱ ❤✐❣❤ t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ✉♥✲
❞❡r❧✐♥❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦r❡ ❤❡❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥✲❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❣r❡❛t
♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❡st ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥t ❤❡❛t❡❞ ❛♥❞
✽✳✷✳ ❊♥❡r❣② ✜❡❧❞s ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✷✺✸
❛♥❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♦♥s✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❤✐❣❤ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♥❡❧❛st✐❝
❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✉❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
✜rst ♦♥❡ ♣♦✐♥ts ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛s♣❡❝t✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ❤✐❣❤ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡
❡❧❛st✐❝✐t② ♣❧❛②❡❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡✳ ❚❤✉s✱ ❤✐❣❤ str❡ss ❧❡✈❡❧s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❛❜❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤❡r❡ t❤❛t
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤❡❛t ❧♦ss❡s t❡r♠ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ 0✱ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✐ts
✜❡❧❞ ♠✉st ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ str❡ss ❣r❛❞✐❡♥ts✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s ✽✳✸ ❛♥❞ ✽✳✹✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜rst ♣♦✐♥t ✷ ❛s♣❡❝ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞
✭②✐❡❧❞ ♦r ❝r②st❛❧✮✿ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✭s❡❡ ✭❞✮✱ ✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮✮✳ ❚❤❡♥✱
❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ♦♥❡✳
▲❡t ✉s ❝♦♠♣❛r❡ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞✿
• ❇♦t❤ ❤❡❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠s ✭s❡❡ ✽✳✸ ✭❛✮ ❛♥❞ ✽✳✹ ✭❛✮✮ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
✭3.34 ❛♥❞ 3.41 mJ.mm−3✮ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡✳ ❇♦t❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❡rs✐st❡♥t ❤❡❛t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❧♦❝❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥ts t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✈❡r② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ str❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✛✉s❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞②
♣♦✐♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳
• ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ✽✳✸ ✭❜✮✮ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝r♦ss✐♥❣ ❜❛♥❞s ✭t❤❡
❝♦♥t♦✉r ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❞♦tt❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✲✶ t♦ ✷mJ.mm−3 ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✲✷ t♦ ✺mJ.mm−3
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♦♥❡✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ♠❛♥② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ◆❡✈❡r✲
t❤❡❧❡ss✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✱ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥ts ♠♦r❡ ❞✐✛✉s❡❞ r❡s✉❧ts✳
❚❤❡s❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ♦♥ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✉s ✜❡❧❞s
r❡✈❡❛❧ t❤❛t ❣❧♦❜❛❧❧②✱ ❤✐❣❤ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛✉s❡ ♦r ✈❡r② ❝♦♥tr❛st❡❞ ✜❡❧❞✳ ❙❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②
✭s❡❡ ✜❣✉r❡s ✭❞✮✮✳
✷✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ✭❛✮ ●r❛♥✉❧❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣②✱ Ehl✱ ❛♥❞ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✱ Ea ✇✐t❤✐♥
❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✭❜✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Ea ✜❡❧❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✽✳✹ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♥❡t✇♦r❦
❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✽✳✷ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡♥❞❡❞
❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ✐ts ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❜② ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✭❛✮ ♣♦✐♥ts ❛
❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Ehl ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ s❡❝♦♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ Ea ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss✳ ❆s ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ s❡❡ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✽✳✹ ✭❜✮
❛♥❞ ✭❞✮✱ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❧♦ss❡s
❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❢♦✉♥❞ ❤❡r❡✱ t❤❛♥❦s t♦ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s✿
Ea ≈ 1.13Ehl + 6.54 = aEhl + bE¯a ✭✽✳✸✮
✇❤❡r❡ E¯a ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ❛♥❞ a ❛♥❞ b ❛r❡ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t
❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✽✳✸ ♣♦✐♥ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❧♦❝❛❧ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ Σ ❛♥❞ Ep t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❡ss ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝
str❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧❧②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✽✳✸ ❜❡❝♦♠❡s✿
Ea ≈
T∫
t=0
(−ak∆2T + bΣ · Ep) · dt ✭✽✳✹✮
❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✹ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♦♥❧②
❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ T (x, y) ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ str❡ss Σ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝
str❛✐♥ Ep✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ✐t ❞♦❡s♥✬t ❡①✐st ❛♥② tr✐✈✐❛❧ ✇❛②s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
❧♦❝❛❧ str❡ss✱ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✢♦✇✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✽✳✹ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s ❛ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ■♥❞❡❡❞ Σ✱ Ep ❛s ✇❡❧❧ ❛s T (x, y) ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❝✉rr❡♥t❧②
✽✳✷✳ ❊♥❡r❣② ✜❡❧❞s ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✷✺✺
♠❛♥❛❣❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✽✳✹ ✉s✐♥❣
a = 1.13 ✭s❡❡ ❡q ✽✳✸✮ ❛♥❞ b = 6.547.21 ≈ 0.91 ✭s❡❡ ❡q ✽✳✸ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✽✳✹ ✭❞✮✮✳ ❆s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞✱ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❛❧❧♦✇s
❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ tr❡♥❞s ♦❢ Ea ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str❡ss ❛♥❞ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r tr❡♥❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✉♥❞❡r s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳
♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ✐t ♠✉st ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r♦✉❣❤❧② ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❡ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳
• ■s❡♥tr♦♣✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✶✳✷ t♦ ✶✳✹✺ mJ.mm−3 ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✵✳✺ t♦ ✸✳✺
mJ.mm−3 ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♦♥❡✳ ■t ✐s ❤❛r❞ t♦ ♣r❡❝✐s❧② ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ ✜❡❧❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❛r❡ ✐♥ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ■t ❝♦♥❝❡r♥s t✇✐♥s ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦①❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱ t❤❡ t✇✐♥ ❡①❤✐❜✐t ❡✐t❤❡r ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② ✭②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧✮✱
♦r ❢❡✇ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❡♥❡r❣② ✭❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✮✳ ■ts ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉st❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✳
• ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✜♥❛❧❧② t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳ Esh r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷✳✽ mJ.mm−3 ✐♥ ②✐❡❧❞
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✺✳✺ mJ.mm−3 ✐♥ ❝r②st❛❧ ♦♥❡✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ Esr r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✸✳✺ mJ.mm−3
❛♥❞ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✺ mJ.mm−3 ✐♥ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧❧②✳
Esr ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t str❛✐♥ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❆s ❢r❡q✉❡♥t❧② ♣♦✐♥t❡❞ t❤❡② ❛r❡ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ♦♥ ❜♦t❤ ✜❡❧❞s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡s ✭❢✮✮ ♠❛❝r♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ♥♦t❛❜❧② ✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥
♥♦t❡❞ 1 ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✽✳✹ ✭❢✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ ✐♥ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱
Esr ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦r ✐♥ ✈✐❝✐♥✐t② t♦ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✽✳✹ ✭❢✮✳ ❚❤❡♥ ❛
♠✐❧✐♠❡tr✐❝ ❣r❛✐♥ s✉❝❤ ❛s 1 ❞♦❡s♥✬t r❡✈❡❛❧ ❛♥② Esr ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❜✉t ♦♥❧② ❛t ✐♥t❡r ♦♥❡✳
■t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ✇❡❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ Esr✱ ✐✳❡✳ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②
st♦r❡❞ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣s✳
✷✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
✭❛✮ Ehp =
T∫
t=0
(
ρCvT˙
)
dt → E¯hp ≈ 3.34 ✭❜✮ Ehl =
T∫
t=0
(
−k∆2T
)
dt → E¯hl ≈ 0.48
✭❝✮
T∫
t=0
(3KαT · Tr (ε˙e)) dt → − ¯Ethe ≈ 1.33 ✭❞✮ Ea =
T∫
t=0
(σ : ε˙p) dt → E¯a ≈ 6.10
✭❡✮ Esh =
T∫
t=0
(a : ε˙p) dt → E¯sh ≈ 1.52 ✭❢✮ Esr =
T∫
t=0
(Es − Esh) dt → E¯sr ≈ 0.39
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❨✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ → ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✉♣ t♦ ✷✳✺%
♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✭✐♥ mW/mm3✮✿ ✭❛✮ ❍❡❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✱ ✭❜✮ ❍❡❛t ❧♦ss❡s t❡r♠ ❜② ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱
✭❝✮ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ ✭❞✮ ❛♥❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❡♥❡r❣②✱ ✭❡✮ st♦r❡❞
❡♥❡r❣② ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✭❢✮ ✐♥ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s
✽✳✷✳ ❊♥❡r❣② ✜❡❧❞s ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✷✺✼
✭❛✮ Ehp =
T∫
t=0
(
ρCvT˙
)
dt → E¯hp ≈ 3.41 ✭❜✮ Ehl =
T∫
t=0
(
−k∆2T
)
dt → E¯hl ≈ 0.88
✭❝✮
T∫
t=0
(3KαT · Tr (ε˙e)) dt → − ¯Ethe ≈ 1.57 ✭❞✮ Ea =
T∫
t=0
(σ : ε˙p) dt → E¯a ≈ 7.21
✭❡✮ Esh =
T∫
t=0
(a : ε˙p) dt → E¯sh ≈ 2.18 ✭❢✮ Esr =
T∫
t=0
(Es − Esh) dt → E¯sr ≈ 0.93
❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❈r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ → ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✉♣ t♦ ✷✳✺%
♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✭✐♥ mJ/mm3✮✿ ✭❛✮ ❍❡❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✱ ✭❜✮ ❍❡❛t ❧♦ss❡s t❡r♠ ❜② ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✭❝✮
✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ ✭❞✮ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✭❡✮ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥
❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✭❢✮ ✐♥ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s
✷✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
◆♦t✐❝❡ ✇✐t❤✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✹ ✭❢✮ t❤❛t t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r str❡ss❡s✱ ❡①❤✐❜✐ts ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧s
✸ t✐♠❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❡ss❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✽✳✹ ✭❡✮✮✳ ❚❤✐s
♣♦✐♥t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✈✐s✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✽✳✹ ✭❞✮✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s Esr ✐s ✈❡r②
❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❡❧❞ r❡♠❛✐♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤❛❧❢ ♣❛rt ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❡❧❛t❡❞ t♦
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❡ss❡s✳
❚❤❡♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t Esh✱ ✐✳❡✳ ❡♥❡r❣② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
str❡ss❡s ♦r ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ Ea ❛♥❞✴♦r Ehl✳ ❚❤✉s ✐t ♣♦✐♥ts ❛ ♠❛❝r♦✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♥♦
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✱ Esh ❛♣♣❡❛rs t♦ r❛♥❣❡s
❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ mJ.mm−3 ✐♥ ♠♦st ♦❢ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ s❡❡♥✱ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✹
✭❢✮ ❛❧♠♦st ✈❛♥✐s❤✳ ❙♦♠❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡s ✭❜✮ ✭❞✮ ♦r ✭❢✮✱ st✐❧❧ ❛♣♣❡❛rs ❜✉t
❛r❡ ❧❡ss ✈✐s✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ❡✈❡r② ❣r❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❛rt ♦❢ ✐ts ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧
♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳
P❛rt✐❛❧ ❝♦♥❧✉s✐♦♥s ❛r❡✿
• t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
t♦ ❛❝❝♦♠♦❞❛t❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■t ♠✉st r❡✢❡❝t ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡✱ ❣r❛✐♥ s✐③❡s✱
s❤❛♣❡s✱ ❛♥❞ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■ts ✈❛❧✉❡ ✐s
❝❧❡❛r❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ st✉❞②✐♥❣ ✐ts
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪ ✐t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣❛rt ♦❢ st♦r❛❣❡ s✐♥❝❡
❛❝t✉❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✈❡r② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♥❡t✇♦r❦✳
• t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❞♦❡s♥✬t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■t ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❡✈❡r② ❣r❛✐♥s ❛♥❞ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶
t♦ ✺ mJ.mm−3✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ♠❛② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ♦♥❧② ✉s❡s ❤❡r❡ ❙t❛t✐st✐❝❛❧❧② ❙t♦r❡❞ ❉✐s❧♦✲
❝❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✉❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t②✳ ❯s✐♥❣ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ◆❡❝❡ss❛r②
❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛♥ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✉❡✳ ❚❤✉s ✐♥✲
tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❛♥❞ ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦
♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ❬❙❝❤✇❛rt③ ✷✵✶✶❪✳
▲❡t ✉s ♥♦✇✱ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❛r❛♥t❧② ♠♦r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✲
✐♠❡♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❤❡❛t❡❞ ❛♥❞ str❛✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥
✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✮✳ ❚❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝✐r❝❧❡❞ ♦♥❡ ♦♥ ✜❣✉r❡s ✽✳✹✱ ✽✳✸ ✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮✳ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✱
t❤✐s s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ②✐❡❧❞ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤✐s r❡❣✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡
♠♦r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦♥ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛r❡❛s ♥♦t❡❞ 1
❛♥❞ 7 ♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✽✳✺ st♦r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡✇ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r
r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡✱ ❛r❡❛s ♥♦t❡❞ 2✱ 3✱ 4✱ 5 st♦r❡ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❛♥❞
❢❡✇ ✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛r❡❛ 1 ✐s ❤✐❣❤ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤
t❤❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ✽✳✺ ✭❛✮✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ♦t❤❡r ❣r❛✐♥s ❧♦❝❛❧✐③❡
✽✳✷✳ ❊♥❡r❣② ✜❡❧❞s ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✷✺✾
♠♦r❡ ❛t ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ♥♦ ✐♥t❡♥s❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ♣❛rt✐❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ✭❛✮ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉rr♦✉♥❞❡❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥t❡ ♠♦r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞
✭❜✮ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦♣❡rt✐❡s
▲❡t ✉s ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♦♥ ❤❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❡♥t✐r❡ ♠❛❝r♦✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✽✳✸ ✭❞✮ ❛♥❞ ✽✳✹
✭❞✮✳ ❋✐rst❧②✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✺ ❛r❡ ♥♦t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤✐❣❤✱ ♠♦r❡♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡
♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ✵✳✷✽ t♦ ✵✳✺✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✐s ♥♦t
❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
❛s ♠♦❞❡❧s ❛s❧♦ ♣r❡s❡♥t s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭♦r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ❛♥❞✴♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ s❤❛♣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t
t❤❡ str❡ss ✢♦✇ ✐s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜rst
♣♦✐♥t✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ r❡❣✐♦♥s 1✱ 3✱ 7✳ ✳ ✳ ✽✳✺✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❤❡r❡✱ ❛s ✐♥ t❤❡
✇❤♦❧❡ r✐❣❤t ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥✱ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ■♥❞❡❡❞
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✇✐t❤✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶ t❤❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❛❜♦✉t ✾✺µm ❛❜♦✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧✷
♦❢ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛❜♦✉t ✶✹✶µm ❜❡❧♦✇✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s ✇❡❧❧
❛s ❡✈❡r② ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥
❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ♣❛rt ✇✐t❤✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✸ ✭❞✮ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✇❤② t❤❡ ♣❛rt ❛❜♦✈❡ t❤❡ s❡❝✲
♦♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt ❜❡❧♦✇✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t
✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶ ✇❤❡♥ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✇❛s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❧♦✇❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜♦tt♦♠ ♣❛rt ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥✳ Pr❡✈✐♦✉s ♣♦✐♥ts ❛❧❧♦✇✱ ✐♥
✷❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ♣❛ss ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✉♣♣❡r ♦♥❡
✷✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
♣❛rt✱ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♠❛❝r♦✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✉♣♣❡r r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❣❛✉❣❡✲s❡❝t✐♦♥
❜✉t ♥♦t s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❢♦❝✉s❡❞ ❛r❡❛ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ r❡❝❛❧❧ t❤❛t
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✉❧❡r ❛♥❣❧❡ ✐s ✈❡r② ❧♦✇ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✶✳✶✳ ■t ✉♥❞❡r❧✐♥❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤✐s s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥♦ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
❢♦✉♥❞✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✻ ♣r❡s❡♥t ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡①♣❡♥❞❡❞ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②
♥♦t❡❞ β∗sh✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✻ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♦♥❡✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❞❡❛❧s
✇✐t❤ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧✳ β∗sh ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵ ❛♥❞ ✹✵ % ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✺ ✭s❡❡ ❛r❡❛ ♥♦t❡❞ ✶✮✳
✭❛✮ β∗sh =
Esh
Ea
✐♥ % ✭❜✮ β∗sh =
Esh
Ea
✐♥ %
❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ❈r②st❛❧❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ → ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ β∗ r❛t✐♦ ✉♣ t♦ ✷✳✺% ♦❢ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧
str❛✐♥ ✭✐♥ mJ/mm3✮✿ ✭❛✮ Esr✱ ✭❜✮ Esh✱ ✭❝✮ β∗sh
❆♥❛❧②s❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✼ ❛♥❞ ❛ ❢♦❝✉s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♦♥s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤✐s ♠❛♣✱ β∗sh ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐t❤✐♥ r❡❣✐♦♥ ♥♦t❡❞ R1✳ ❆s ♣r❡✈✐s♦✉❧② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥
✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥str❛st ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✐✳❡✳ s✐❣♥✐✜❝❛♥t str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❘❡❣✐♦♥s ♥♦t❡❞ R2✱ R3✱ O1✱ O2✱ O3 ❛♥❞ O4 ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✉r❡
✽✳✻ ✭❛✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛❧❧♦✇s
t♦ ♣✉t ✐♥ ❧✐❣❤t t❤❛t ❡✈❡r② r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ β∗sh ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤
str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ s♦♠❡ ❣r❛✐♥ r❛✈❡❧✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ❛♣♣❡❛r✱ ♥♦t❛❜❧② ✇✐t❤✐♥ 01✱ 03 ❛♥❞ R3✳
■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❡✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✇✐t❤✐♥ r❡❣✐♦♥ ♥♦t❡❞ C1✳ P✐❝t✉r❡ ✽✳✼ ❡✈✐❞❡♥❝❡s
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢❡✇ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥t❡♥s❡ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ β∗sh r❛t✐♦✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t②
❢❛❝t♦r ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ♠❛♣ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✮✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❤❛s
✽✳✷✳ ❊♥❡r❣② ✜❡❧❞s ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✷✻✶
❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ✇✐t❤✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s
✵✳✷✽✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛ s②st❡♠❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ β∗sh r❛t✐♦ ❤❛s♥✬t ❜❡❡♥
❢♦✉♥❞✳
■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❤♦❧❡
❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ t❤❡ β∗sh r❛t✐♦ r❡✈❡❛❧s t❤❛t ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❧❡❛r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐ts ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②
♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ β∗sh r❛t✐♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝r②st❛❧
♠♦❞❡❧ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✻ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✜❡❧❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝❧❡❛r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■t ❝♦✉❧❞ ♠❡❛♥s
t❤❛t ❡✈❡♥✐❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❡❛r r❡s✉❧ts t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ β∗sh r❛t✐♦ ✜❡❧❞
♠❛② ❜❡ ♥♦t s♦ s✐♠♣❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ▼✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡ ❛❢t❡r t❡st✳
❲✐t❤✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✻ ✭❜✮ t❤❡ β∗sh r❛t✐♦ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✼✵%✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ r❡❣✐♦♥ ♥♦t❡❞ d1 ♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✽✳✼✳ ❚❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♠❛r❦❡❞ ❜② ✐♠♣♦rt❛♥t str❛✐♥
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ r❡❣✐♦♥s O2 ❛♥❞ O4 ♣r❡s❡♥ts ❛❧s♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t β∗sh r❛t✐♦✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t❛❜❧② ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✷✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
✇✐t❤ ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭♠❛r❦❡❞✮✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✉r❡ ✽✳✻ ✭❜✮ ❛♥❞ ✽✳✼ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❧♦❝❛❧✐③❡ ❛ ❤✐❣❤ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s
✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② r❡❣✐♦♥s✱ ♥♦t❛❜❧② ✐❢ ♦♥❡ ❧♦♦❦s ❛t r❡❣✐♦♥ C1 ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t✇✐♥ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜②
t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✳ ■t st♦r❡s ❛❜♦✉t ✺✵% ♦❢ ❡①♣❡♥❞❡♥❞ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✇❤❡r❡❛s ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs st♦r❡
♦♥❧② ≈ 15%✳ ❚❤✐s ✇❛s ♥♦t ♦❜t❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡ ❢♦r
✇❡❧❧ ♠❛r❦❡❞ t✇✐♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥ R2✳ ❚❤✐s t✇✐♥ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✇✐t❤✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✹ ❛♥❞ ✽✳✸ ✭❝✮✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s t✇✐♥ st♦r❡s ✉♣ t♦ ✻✺% ♦❢ ❡①♣❡♥❞❡❞ ❛♥❡❧❛st✐❝
❡♥❡r❣②✱ ♥♦t❛❜❧② ❛t ✐ts Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤❡r❡❛s ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦♥❧② st♦r❡ ❛❜♦✉t ✷✺%✳ ❙❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t②
✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❛❣❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤✐s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ st♦r❛❣❡ s✐♥❝❡ t❤✐s t✇✐♥ ❤❛s ♦♥❡ ♦❢ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t
s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✳✶✮✳ ◆♦t✐❝❡ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❛❣❣r❡❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s t✇✐♥✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡✱ t♦ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✸ ❛♥❞ ✽✳✹ ✭❝✮ ♦r β∗sh r❛t✐♦ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✻
✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ✇✐t❤✐♥ ✐t✱ ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ✭❤✐❣❤ str❡ss❡s✮ ❛♥❞ ❝♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧② ❢❡✇ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ r❡✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ✭s❧✐♣✲♠❛r❦
❞❡♥s✐t②✮ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r β∗sh r❛t✐♦ ✐ts ❛♣♣❡❛rs ❝❧❡❛r❧② t❤❛t ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♠❛✐♥❧② ❧❡❛❞❡❞ ❜② ❤✐❣❤
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
• ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ✐✳❡✳
✐♥t❡♥s❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st♦r❡❞
❡♥❡r❣②✱ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ❛♥❞ Σ3 ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧
♠♦❞❡❧ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❡
✐♥❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡r② t②♣❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳✶✳ ■t ✐s ♠♦r❡♦✈❡r
✐♥ ❛❣❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧✐tt❧❡
❜✐t ❜❡tt❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛♥❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♦♥❡ ✭s❡❡
✜❣✉r❡s ✼✳✸✮✳
• ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❛❧❧② ♥♦t❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t s✉❝❤ ♦✉t✲♦❢✲
♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② Σ3✱ ✐✳❡✳ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② s❤❡❛r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲
♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ t❤❛♥ st♦r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♦♥❡
❤❛✈❡ s❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ O2 ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✇❛s ♥♦t
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤♦tt❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ β∗sh ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧✮
❛♥❞ β∗ ✭❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✮ r❛t✐♦ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✇✐t❤✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✭✉♣ t♦ ✼✺%✮✳
■t ❛♣♣❡❛rs ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❛t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st♦r❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❞✐ss✐♣❛t❡s
✇❤✐❝❤ ✇❛s✱ ✐♥ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦t s♦ ♦❜✈✐♦✉s ❜❡❢♦r❡ s✉❝❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳
❚♦ ❝♦♥✜r♠ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❢♦❝✉s ✜♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❣r❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦♥
❛♥ ♦t❤❡r ✧❜✐❣✧ ❣r❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s♦♠❡ t✇✐♥s✳ ❚❤❡s❡ ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✹✳✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧♦♠❡tr②✱ s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
✭s❧✐♣✲s②st❡♠s✮✱ r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ β∗sh r❛t✐♦ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
✽✳✷✳ ❊♥❡r❣② ✜❡❧❞s ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡ ✷✻✸
♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ✉♥❞❡r❧✐♥✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✽ ✭❝✮ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ β∗sh ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❛✐♥❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ D1 s❧✐♣ s②st❡♠ r❡❣✐♦♥✳
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✿ ✭❛✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥tr❛✲❣r❛♥✉❧❛r ♣r♦✜❧♦♠❡tr② ✭❧❡❢t s✐❞❡ ✐♥ µm✮ s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭❝❡♥t❡r
✐♥ ❞❡❣r❡❡✮ ❛♥❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✭r✐❣❤t s✐❞❡ ✐♥ %✮ ✇✐t❤✐♥ ❣r❛✐♥ ♥o✶✵✺✻✱ ✭❜✮ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ β∗sh r❛t✐♦ ❛♥❞ ✭❝✮
♠✐❝r♦❣r❛♣❤②
■t ✐s ✐♥ ❛❣❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r r❡❧❛t✐✈❡ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✭s❡❡ ✭❛✮ r✐❣❤t✮ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ✐♥✲
t❡♥s❡ s❧✐♣ ♠❛r❦s ♥♦t❛❜❧② ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ ♦❢ t❤❡ D1 s❧✐♣✲s②st❡♠✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t❡ B5 s②st❡♠ st♦r❡
≈ 20% ❧❡ss✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝❧❡❛r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r✐❣❤t B5 ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥ ❛❣❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛
❧♦✇❡r s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t②✳
■❢ ♦♥❡ r❡❝❛❧❧s r❡s✉❧ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉st❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✱ ♦♥❡ ❤❛s s❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t t❤❡ B5
s❧✐♣ s②st❡♠ ✇❛s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✜rst✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s❤❡❛r ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❢r♦♠ ≈ 100 t♦
≈ 200 ▼P❛ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ ✐✳❡✳ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ D1 ✇❛s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❢r♦♠ 200
▼P❛ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭♠❛❝r♦♣❧❛st✐❝✐t②✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ♥♦t❛❜❧② t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t str❛✐♥ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ♦♥
D1 r❡❣✐♦♥ ❡①tr❡♠✐t✐❡s✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ β∗sh r❛t✐♦✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✱ ✐s
❛ ❝❧❡❛r ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐❣❤t st♦r❛❣❡ ❛❝t✐✈✐t②
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❡❢t t♦♣ B5 r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ st♦r❛❣❡ ❛t ✈❡r② ❧♦✇ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t st♦r❛❣❡ ❛❝t✐✈✐t② ✇✐t❤✐♥ D1 ❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✷✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
♣❡rs✐st❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❢r♦♠ ✵✳✷ t♦ ✷✳✺% ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s ❣r❛✐♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ s②st❡♠✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② s❡❡♠s t♦ ❜❡
❛ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✇✐t♥❡ss ♦❢ ✐t✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✾ ♣r❡s❡♥ts ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ β∗sh r❛t✐♦✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦❣✲
r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ t✇✐♥♥❡❞ ❣r❛✐♥✳ ❖♥❡ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t✇✐♥✱ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♣❧❛st✐❝✐t②✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s t✇✐♥ ❝❧❡❛r❧② ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❣❛♣ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ≈ 3µm ❢r♦♠
♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱ s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥t❡♥s❡ ✇✐t❤✐♥ ✐t✱ ♦♥ ✐ts ❧❡❢t ♣❛rt✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ β∗sh r❛t✐♦
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠❡ s✐♥❣✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❚❤❡ t✇✐♥s st♦r❡ ❛❜♦✉t ✹✺% ♦❢
❡①♣❡♥❞❡❞ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✇❤❡r❡❛s ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❢❡✇ t❤❛♥ 15%✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡
❧♦❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ β∗sh r❛t✐♦ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣
♣❛t❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧② ✇✐t❤ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s s❤❡❛r✱
❛t ❧❡❛st ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❤❡❛t tr❛❡❛t❡❞ ❆✸✶✻▲ s♣❡❝✐♠❡♥✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✽✳✾✿ ✭❛✮ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ β∗sh r❛t✐♦ ✭%✮✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❧✐❢♦♠❡tr② ✐♥ µm✱ ❛♥❞ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②
✽✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✻✺
✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❆ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✐t✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r ❜♦t❤ ②✐❡❧❞
❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❊♥❡r❣② ✜❡❧❞s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡♥s✐❧❡
t❡st ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥✲❣❛✉❣❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦✇❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
t❤❡ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❜② ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ Ehl =
T∫
t=0
(−k∆2T ) dt✱ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢
♣❡rs✐st❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ■t ❝❧❡❛r❧② r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②
❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡♥ ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❡❧❛st✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss Σ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ Ep✳ ❚❤✐s
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ❤❡r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ♠❛② ❜❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤
❧✐♥❡❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ■t
r❡✈❡❛❧s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ r❡s✐❞✉❛❧
str❡ss❡s ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❛t ✐s ❛ ❣r❡❛t ✐♥❞✐❝❛t♦r
❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ str❛✐♥s✳ ■t ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ✜rst ♦r❞❡r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ♦♥❡ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✉❡ t♦ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♦r ✉♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❱❛❧✉❡s ❛r❡ ❧♦❝❛❧❧② ✉♣ t♦ ✺ t✐♠❡s t❤❡ ♠❡❛♥ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r❡✢❡❝ts s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❤❡r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❡✈❡r②
❣r❛✐♥ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ t❤✉s ♥♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧
✈✐s✐❜❧❡✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♦♥❧②
t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥ts ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st♦r❛❣❡❞
❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ❡✈❡♥✐❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ②✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧ s❡❡♠❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
r❡❧❡✈❛♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ β∗sh ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ■t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✼✵% ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ❆t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ β∗sh r❛t✐♦ t❤❛t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✱ ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❣r❛✐♥ t❤❛t t❤❡ β∗sh r❛t✐♦ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ✇✐t♥❡ss ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❛t❤ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❛♥② ♦t❤❡r s❝❛❧❛r q✉❛♥t✐t②✳

●❡♥❡r❛❧ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤✐s ✇♦r❦ ❢♦❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛❝❝♦♠♣❛❣♥✐♥❣ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥ ❛ ❆✸✶✻▲ ❛✉st❡♥✐t✐❝ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ♣♦❧②❝r②st❛❧ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✉♣ t♦ ✷✳✺% ♦❢
str❛✐♥✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✇❡r❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥✲s✐t✉ ✜❡❧❞s ❢r♦♠ r❛✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥✲s✐t✉ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡s ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ ♠✉❧t✐✲t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✜❡❧❞s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞✳
❋✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡q✉✐r❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ t❤✐s st✉❞② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✲s✐t✉ r❛✇
❞❛t❛ ❝❛♣t✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇♦❞❡❧♦t ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ●r❛② ▲❡✈❡❧ ❢r❛♠❡s r❡❣✐st❡r❡❞
❜② ❛ ❈❈❉ ❛♥❞ ❛♥ ■❘ ❝❛♠❡r❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ t❡♥s✐❧❡ t❡st ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st✳ ❚❤❡♥✱ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ■♠❛❣✐♥❣ ▼✐❝r♦s❝♦♣② t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ✇❡❧❧
❛s s✉r❢❛❝❡ ♣r♦✜❧♦♠❡tr②✱ ❜♦t❤ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❡st✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❚♦ ❝♦✉♣❧❡✱ ❝❛❧✐❜r❛t❡✱ ❛♥❞
✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✿
✶✳ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣✲s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✱
✷✳ ❛ ✢✉① ❜❛s❡❞ ■❘ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ❡♠✐ss✐✈✐t② ✜❡❧❞✳
✸✳ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱
✹✳ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❈r②st❛❧❧✐♥❡ P❧❛st✐❝✐t② ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♦❧s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠✉❧t✐✲✜❡❧❞ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳ ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✐♥st❛♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛t✐♦✲
t❡♠♣♦r❛❧ ❣r✐❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❞✐❛❧♦❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✲s✐t✉
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ str❛✐♥s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣✲s②st❡♠s ✜❡❧❞s ❜✉t
❛❧s♦ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② str❡ss✱ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞s✳
❙♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧ ❜✐♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❜❛s✐s
♣❡r ❣r❛✐♥ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦
❛♥❛❧②s❡ ❜✐❧✐♥❡❛r str❛✐♥ ✜❡❧❞s ♣❡r ❣r❛✐♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t t❤❡r♠❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ♣❡r ❣r❛✐♥
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s✳ ❚✇♦ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r
❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r t❤❡r♠♦✲❡❧❛st✐❝ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❦✐♥❡♠❛t✐❝
❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s❡r✈❡s ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❡
❝r②st❛❧ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐s♦tr♦♣✐❝
❛♥❞ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳
✷✻✽ ●❡♥❡r❛❧ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❋✐♥❛❧❧②✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦❧✉♠♥❛r ❣r❛✐♥s s✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ❦♥♦✇♥✳
❯♥❞❡r s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✱
❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❥♦r ❛s♣❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳
✶✳ ❆t t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❜✉❧❦ s❝❛❧❡✳
✭❛✮ Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✱ ♥♦t❛❜❧② ❬▲❡❡ ✶✾✾✶❪✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡❡♣❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■t r❡s✉❧ts t❤❛t t✇♦ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡
✜rst ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠✳ ■t
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ♦✛✲s❡t ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✸①✶✵−4✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t
✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✛✲s❡t ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛❝❝✉r❛t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜✉t ✐t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡❧②
❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵−4✳
✭❜✮ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡st ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡s ❞✐✛❡r❡♥t❧②
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞
❛♥❞ ✐ts ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ❚❤❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s❡ t❡♥s✐❧❡ str❡ss❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✐♥ ❛
r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ str♦♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥
❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
✭❝✮ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤❛r❞✲
❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss r❡s♣❡❝t✐✈❛❧❧②✱ ❛r❡ ✐♥ ❛❣❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪✱ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭❤❛r❞✲
❡♥✐♥❣ ♦r ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥✳ ▲❛r❣❡ ❣r❛✐♥ s❡❡♠s t♦ st♦r❡
♠♦r❡ ✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ t❤❛♥ ❛t ✐♥t❡r❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
st✉❞✐❡❞ str❛✐♥s✳
✭❞✮ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡s ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ✢♦✇
str❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✐ts t❤❡♦r✐t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✈❡s t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✳
✭❡✮ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♦♥ ♣❧❛st✐❝ ❡①♣❡♥❞❡❞ ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❤❡r❡ β∗ r❛t✐♦✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✵
t♦ ≈✸✵%✳ ■t ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧❡r ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡♥
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐ts ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♣❛rt❧② tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ r❡❞✉❝❡ ✐ts ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❣r❛✐♥s✳
✭❢✮ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❤❛s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ♦✛✲s❡t ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✐t✳ ❚❤❡ ♦✛✲s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❧❛st✐❝
str❛✐♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ❡♥❡r❣② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥✳
●❡♥❡r❛❧ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✻✾
✷✳ ❆t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡✳
✭❛✮ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❛✐♥ ✜❡❧❞s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ s❤❡❛r
str❛✐♥✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣s✳ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧
❧❛tt✐❝❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❘❙❙ ♦❢ ❡❛❝❤ s②st❡♠✳
✭❜✮ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ✐s ❛❧s♦ r❡❧❡✈❛♥t
❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ❡❛r❧② ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❣r❛✐♥s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
❡❛r❧② ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜② ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❛❧②s✐s s✉❝❤ ❛s
s❤❡❛r str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
✭❝✮ ■t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ✐s ❝❧❡❛r❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦✿ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ ✜rst r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❧✐♣✲s②st❡♠ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐♥ s❡❝♦♥❞ r❛t❡✳
✭❞✮ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❤❛s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ β∗sh r❛t✐♦
✸ ✐s ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦r
♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳
❚❤❡ ❧❛st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✈❛❧✐❞❛t❡s
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❇♦❞❡❧♦t ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ■t ✜♥❛❧❧②
♣r♦✈❡s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❡✈❛♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t②
♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✹ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥s ❛♥❞
t❤❡✐r ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ ♠❛♥❛❣❡ ✐♥ ❣r❡❛t ♣❛rt t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✜❡❧❞s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② s✉❜✲s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡✱ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ◆❡❝❡ss❛r② ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ❜❡❤❛✈✐♦r ✳ ✳ ✳
❋r♦♠ t❤✐s ✇♦r❦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦s♣❡❝ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
✶✳ ❆t s❤♦rt✲ ❛♥❞ ♠✐❞✲t❡r♠✳
✭❛✮ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦❧②❝r②st❛❧✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛✲
t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❛♣✐t③❛ ❡✛❡❝t ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✭♣r♦❜❛❜❧② ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✮ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♦❧✐❣♦❝r②st❛❧s✳
✭❜✮ ❙♦♠❡ t❡st ✉♥t✐❧ ❢r❛❝t✉r❡ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥
✉♣ t♦ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ♣✉t ✐♥ ❧✐❣❤t t❤❡
♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ♣r♦♣♦s❡
♥❡✇ ❡♥❡r❣② ❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✳
✸r❛t✐♦ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦♥ ❡①♣❡♥❞❡❞ ❡♥❡r❣②
✹❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ t❤❡♦r②
✷✼✵ ●❡♥❡r❛❧ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
✭❝✮ ❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♦♥❡✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❞❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ✜rst
st❡♣ ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡
❣♦❛❧✳
✷✳ ❆t ❧♦♥❣✲t❡r♠✳
✭❛✮ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✇❛②s s❡❡♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❈♦ss❡r❛t ♠❡❞✐❛ ✳ ✳ ✳
✭❜✮ ❆♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣♦✐♥t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❡❛t♠❡♥t✳ ❆ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦♣❤②s✐❝s ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
✭❝✮ ❙♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉ s❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r❢❛❝❡ ✸❉ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss t❡♥s♦rs✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ✐s t❤❡ ▼✐❝r♦ ❇❡❛♠ ▲❛✉❡
❉✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❊❇❙❉ ❜❛s❡❞ ✇❛②s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥✲
tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
✭❞✮ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s t♦
❢❛t✐❣✉❡ ❧♦❛❞✐♥❣s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
♦❢ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✧s❡❧❢ ❤❡❛t✐♥❣✧ t❡st✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦
st✉❞② t❤❡ s❤❛❦❡❞♦✇♥ ❝♦♥❝❡♣t ❛t ❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ s❝❛❧❡ ❛s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤✐s ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦♣✐❝✳
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❆❜r✐✈❛r❞ ✷✵✵✾❪ ●✳ ❆❜r✐✈❛r❞✳ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ✲ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠✐✲
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❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✶❪ ❲✳ ❖❧✐❢❡r✉❦✱ ❆✳ ❑♦r❜❡❧ ❛♥❞ ❲✳ ❇♦❝❤♥✐❛❦✳ ❊♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❡t❛❧s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
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é❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❢❛t✐❣✉❡ à ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✷✵✵✼✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✽✳✮
❬Pr♦♥ ✷✵✵✹❪ ❍✳ Pr♦♥ ❛♥❞ ❈✳ ❇✐ss✐❡✉①✳ ❋♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛rr❛② ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛s ❛s r❡s❡❛r❝❤ t♦♦❧s✳ ◗■❘❚
❏♦✉r♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡s ✷✷✾✕✷✹✵✱ ✷✵✵✹✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✶✳✮
❬◗✉❡②r❡❛✉ ✷✵✵✾❪ ❙✳ ◗✉❡②r❡❛✉✱ ●✳ ▼♦♥♥❡t ❛♥❞ ❇✳ ❉❡✈✐♥❝r❡✳ ❙❧✐♣ s②st❡♠s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ α✲✐r♦♥ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❧❛st✐❝✐t②✱ ✈♦❧✳ ✷✺✱ ♥♦✳ ✷✱
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✈♦❧✳ ✷✹✶✲✷✹✸✱ ♥♦✳ ✵✱ ♣❛❣❡s ✶✷✷✺✕✶✷✷✼✱ ✶✾✾✼✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✶✻✱ ✶✾ ❛♥❞ ✷✾✸✳✮
❬❘❛❥♠♦❤❛♥ ✶✾✾✼❜❪ ◆✳ ❘❛❥♠♦❤❛♥✱ ❨✳ ❍❛②❛❦❛✇❛✱ ❏✳❆✳ ❙③♣✉♥❛r ❛♥❞ ❏✳❍✳ ❘♦♦t✳ ◆❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❢♦r st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ❢r❡❡ st❡❡❧✳ ❆❝t❛ ▼❛t❡r✐❛❧✐❛✱ ✈♦❧✳ ✹✺✱ ♥♦✳ ✻✱
♣❛❣❡s ✷✹✽✺✕✷✹✾✹✱ ✶✾✾✼✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✾✳✮
✷✽✻ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❘❛♥❝ ✷✵✵✽❪ ◆✳ ❘❛♥❝ ❛♥❞ ❉✳ ❲❛❣♥❡r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ❜② ♣②r♦♠❡tr② ♦❢ P♦rt❡✈✐♥✲▲❡ ❈❤ât❡❧✐❡r ♣❧❛st✐❝
✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❚②♣❡ ❆ t♦ t②♣❡ ❇ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✿ ❆✱ ✈♦❧✳ ✹✼✹✱ ♥♦✳ ✶✲✷✱
♣❛❣❡s ✶✽✽✕✶✾✻✱ ✷✵✵✽✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✶✸✱ ✷✼ ❛♥❞ ✾✹✳✮
❬❘❛♦ ✶✾✾✵❪ ❆✳❘✳ ❘❛♦✳ ❆ t❛①♦♥♦♠② ❢♦r t❡①t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ◆❡✇
❨♦r❦✱ ■♥❝✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✵✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✽✳✮
❬❘❡❛❞ ✶✾✺✵❪ ❲✳❚✳ ❘❡❛❞ ❛♥❞ ❲✳ ❙❤♦❝❦❧❡②✳ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ♦❢ ❈r②st❛❧ ●r❛✐♥ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s✳ P❤②s✳
❘❡✈✳✱ ✈♦❧✳ ✼✽✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣❛❣❡s ✷✼✺✕✷✽✾✱ ✶✾✺✵✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✼✳✮
❬❘❡s❦ ✷✵✶✵❪ ❍✳ ❘❡s❦✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠ét❛❧❧✉r❣✐q✉❡ ❞❡s s♦✉❞✉r❡s ❡♥ ❛❝✐❡r ✐♥♦①②❞❛❜❧❡ ❛✉sté♥✐✲
t✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦♥ ❞❡str✉❝t✐❢ ♣❛r ✉❧tr❛s♦♥s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s
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❬❘✐tt❡❧ ✶✾✾✾❪ ❉✳ ❘✐tt❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ✇♦r❦ t♦ ❤❡❛t ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ str❛✐♥ r❛t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❣❧❛ss② ♣♦❧②♠❡rs✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ✈♦❧✳ ✸✶✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✸✶✕✶✸✾✱ ✶✾✾✾✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥
♣❛❣❡s ✶✼✵ ❛♥❞ ✶✼✷✳✮
❬❘✐tt❡❧ ✷✵✶✵❪ ❉✳ ❘✐tt❡❧ ❛♥❞ ❙✳ ❖s♦✈s❦✐✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❢❛✐❧✉r❡ ❜② ❛❞✐❛❜❛t✐❝ s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋r❛❝t✉r❡✱ ✈♦❧✳ ✶✻✷✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡s ✶✼✼✕✶✽✺✱ ✷✵✶✵✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✶✵ ❛♥❞ ✷✼✳✮
❬❘♦❜❡rts♦♥ ✷✵✵✶❪ ❈✳ ❘♦❜❡rts♦♥✱ ▼✳❈✳ ❋✐✈❡❧ ❛♥❞ ❆✳ ❋✐ss♦❧♦✳ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s✉❜str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss
st❡❡❧ ✉♥❞❡r t❤❡r♠❛❧ ❢❛t✐❣✉❡ ✉♣ t♦ ✻✺✵ ❑✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✿ ❆✱ ✈♦❧✳ ✸✶✺✱ ♥♦✳ ✶✲✷✱
♣❛❣❡s ✹✼✕✺✼✱ ✷✵✵✶✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✾✺✳✮
❬❘♦s❛❦✐s ✷✵✵✵❪ P✳ ❘♦s❛❦✐s✱ ❆✳ ❏✳ ❘♦s❛❦✐s✱ ●✳ ❘❛✈✐❝❤❛♥❞r❛♥ ❛♥❞ ❏✳ ❍♦❞♦✇❛♥②✳ ❆ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r✲
♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ✇♦r❦ ✐♥t♦ ❤❡❛t ❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❏✳ ▼❡❝❤✳ P❤②s✳
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❬❘♦t❡rs ✷✵✶✵❪ ❋✳ ❘♦t❡rs✱ P✳ ❊✐s❡♥❧♦❤r✱ ▲✳ ❍❛♥t❝❤❡r❧✐✱ ❉✳❉✳ ❚❥❛❤❥❛♥t♦✱ ❚✳❘✳ ❇✐❡❧❡r ❛♥❞ ❉✳ ❘❛❛❜❡✳
❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s✱ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❝r②st❛❧
♣❧❛st✐❝✐t② ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ❚❤❡♦r②✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆❝t❛ ▼❛t❡r✐❛❧✐❛✱ ✈♦❧✳ ✺✽✱
♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡s ✶✶✺✷✕✶✷✶✶✱ ✷✵✶✵✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✾✻✳✮
❬❙❛❛✐ ✷✵✵✼❪ ❆✳ ❙❛❛✐✳ ▼♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té ❞✬✉♥ ❝r✐st❛❧ ♠ét❛❧❧✐q✉❡ ❈❋❈ s♦✉♠✐s à ❞❡s ❝❤❛r❣❡✲
♠❡♥ts ❛❧t❡r♥és✿ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
❢♦r♠❡ ❞❡s ♠ét❛✉①✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✷✵✵✼✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✸✶ ❛♥❞ ✷✾✸✳✮
❬❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪ ❆✳ ❙❛❛✐✱ ❍✳ ▲♦✉❝❤❡✱ ▲✳ ❚❛❜♦✉r♦t ❛♥❞ ❍✳❏✳ ❈❤❛♥❣✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢
t❤❡ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❆❧ ❜✐✲❝r②st❛❧ ✐♥ t❡♥s✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞
♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ✈♦❧✳ ✹✷✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣❛❣❡s ✷✼✺✕✷✾✷✱ ✷✵✶✵✳ ✭❈✐t❡❞
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❬❙❛❜❛t✐❡r ✷✵✵✷❪ ▲✳ ❙❛❜❛t✐❡r✳ ❆♣♣♦rt ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❧♦❝❛❧❡ ❊❇❙❉ ❡t ❆❋▼ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡
❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❢❛t✐❣✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛❝✐❡r ✐♥♦①②❞❛❜❧❡ ✸✶✻▲✳ ■♥✲
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❬❙❝❤❧♦ss❡r ✷✵✵✼❪ P✳ ❙❝❤❧♦ss❡r✱ ❍✳ ▲♦✉❝❤❡✱ ❉✳ ❋❛✈✐❡r ❛♥❞ ▲✳ ❖r❣é❛s✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t♦ ❊st✐♠❛t❡ t❤❡
❍❡❛t ❙♦✉r❝❡s ❘❡❧❛t❡❞ t♦ P❤❛s❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❚❡♥s✐❧❡ ❚❡sts ♦❢ ◆✐❚✐ ❚✉❜❡s✳ ❙tr❛✐♥✱
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✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✶✸ ❛♥❞ ✷✽✳✮
✷✾✵ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❩❤♦✉ ✷✵✵✼❪ ❲✳ ❩❤♦✉ ❛♥❞ ❩✳▲✳ ❲❛♥❣✳ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❢♦r ♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②✿ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✼✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✶✽✱ ✹✼ ❛♥❞ ✺✽✳✮
❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✭❋r❡♥❝❤✮
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
▲❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ♠ét❛❧❧✐q✉❡s s♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ❝②❝❧✐q✉❡s ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞❡ ♠✐❝r♦✲✜ss✉r❡s✱ ❧❡✉rs ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❧❡✉rs ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ❛❜♦✉t✐ss❛♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ r✉✐♥❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉
♠❛tér✐❛✉ ♦✉ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t ❝❡❧❛ s❛♥s q✉❡ ❞❡s s✐❣♥❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❛✈❛♥t✲❝♦✉r❡✉rs ❞❡
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❡rç✉✳ ❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ✏❢❛t✐❣✉❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✑✱ ❡st ❛✉ ❝♦❡✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ✜♥ ❞✉ ✶✾è♠❡
s✐è❝❧❡✱ ❡t ❢❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s à ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ rés✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❛♥s ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♠✐s❡♥t ❡♥ ❥❡✉①✱
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❛♥s ❧✬❛s♣❡❝t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❞❡ s❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❡♥ ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝❛✉s❡s✱
❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❡t ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧♦❝❛❧ ❡t ♣❤②s✐q✉❡✱ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ❞é♠❛r❝❤❡♥t
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s t❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ q✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳
❯♥❡ ✈♦✐❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❝❡s ♠✐❝r♦♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤❡r✲
♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ♠♦♥tré ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❞✉r❛♥t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡
❞❡s ♠ét❛✉①✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣❧❛st✐q✉❡ ❡st ❞✐ss✐♣é❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡
r❡st❡ ❞❡♠❡✉r❡ ❧❛t❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❈❡tt❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ st♦❝❦é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡st
❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✉ts✱ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡rt✐♥❡♥t ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t✳ ❈❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❛✐♥s✐ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ❡t
❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ♣♦✉✈❛✐❡♥t✱ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝r✉❝✐❛❧❡s s✉r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ✿ ✭✶✮ ❜❛♥❞❡s ❞❡ ▲ü❞❡rs
❬▲♦✉❝❤❡ ✷✵✵✶❪✱ ✭✷✮ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬❛❣ré❣❛ts ❆❧ ❬▲♦✉❝❤❡ ✷✵✵✹❪✱ ✭✸✮ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ P♦rt❡✈✐♥
▲❡ ❈❤ât❡❧✐❡r ❬▲♦✉❝❤❡ ✷✵✵✺❪✱ ❡t ✭✹✮ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ◆✐t✐♥♦❧ à ♠é♠♦✐r❡
❞❡ ❢♦r♠❡ ❬❙❝❤❧♦ss❡r ✷✵✵✼❪✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❢❛✈♦r❛❜❧❡✲
♠❡♥t ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té ❡t ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❣râ❝❡ à
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❜❧♦q✉é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ♣♦❧②❝r✐st❛✉①✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❢♦rt❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡s✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s
❞❡ ❝❤❛♠♣s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t ❛❧♦rs ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♠✐✲
❝r♦♣❧❛st✐❝✐té✱ ✐✳❡✳ ♣❡✉ ❞✐ss✐♣❛t✐❢s ❡t ❡①trè♠❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sés✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❧❛
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♣ré❝✐s ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬✐♥❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▲✳ ❇♦❞❡❧♦t ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽✱ ❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✾✱ ❇♦❞❡❧♦t ✷✵✶✶❪
q✉✐ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❝♦✉♣❧é❡s ✐♥✲
s✐t✉ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥s ❞✬✉♥ ❛❝✐❡r ✐♥♦①✐❞❛❜❧❡ ❆■❙■ ✸✶✻▲✳
❙✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✐ss✉❡♥t ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t ✉♥ ❡ss❛✐ ❞❡ tr❛❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ à ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠❡s✉r❡s
✷✾✷ ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✭❋r❡♥❝❤✮
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♣r♦✜❧♦♠étr✐q✉❡
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❛✐♥s✐ ❞❡✿
• ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣❡rt✐♥❡♥ts✳
• ❞✬ét✉❞✐❡r✱ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ s♦❧❧✐❝✐té❡✱ ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s t❤❡r♠♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡s ♦♣ér❛♥t
❞✉r❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ é❧❛st♦✲♣❧❛st✐q✉❡ ♣✉✐s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ ét❛t ❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❡t ❝❡❧❛ ♣♦✉r
❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✬❡①❝é❞❛♥t ♣❛s ✷✳✺%✳ ❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r
♥♦tr❡ ❝❛♣❛❝✐té à ♣♦✉✈♦✐r ét✉❞✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❡✉ ❞✐ss✐♣❛t✐❢s ❡t ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐té ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❡ss❛✐ ❞❡ ❢❛t✐❣✉❡ à ±1% ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳
• ét❛❜❧✐r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❜✐❧❛♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣r❛✐♥✳
• ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s
❡♥❝♦r❡ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ♠❡s✉r❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❜❧♦q✉é❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ✳ ✳
❆♣rès ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐✈❡ s✉r ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é
❡t ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧✬❡st✐♠❡r✱ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ tr♦✐s
♣❛rt✐❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬❡ss❛✐ ét✉❞✐é✱ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés✳
▲❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♣rès ❡ss❛✐ ❡st ❛♥❛❧②sé❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❊✳❇✳❙✳❉✳✱ ♣r♦✜❧♦♠étr✐q✉❡s✱ ♠✐❝r♦✲
❣r❛♣❤✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é à
❝❡t ❡✛❡t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ✐♥✲s✐t✉✳ ❯♥❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s✉r ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡
❡st ♣rés❡♥té❡ ❡t ❞✐s❝✉té❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ✐♥t❡r✲ ❡t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡s s♦♥t ✐♥✈❡st✐❣✉és ❡t ❞❡ ♣r❡✲
♠✐❡rs ❜✐❧❛♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦♥t ré❛❧✐sés✳ ❋✐♥❛❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱
❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬❛❣ré❣❛ts ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥s s♦♥t ❝♦♥❞✉✐ts ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠✲
❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s✱ ❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❜✐❧❛♥s
❞✬é♥❡r❣✐❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❡♥tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳
P❛rt✐❡ ■
❆✉ t♦✉t ❞é❜✉t ❞✉ s✐è❝❧❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ♥♦tt❛♠❡♥t ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❢❛✐s❛✐t ❧✬♦❜❥❡t
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ▲❛ ✈♦✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❋❛rr❡♥ ❡t ❚❛②❧♦r ❬❋❛rr❡♥ ✶✾✷✺✱ ❚❛②❧♦r ✶✾✸✹✱
◗✉✐♥♥❡② ✶✾✸✼❪ ❢✉t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é♥❡r❣✐❡s ♠✐s❡♥t ❡♥ ❥❡✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❡t ♥♦tt❛♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt st♦❝❦é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❞é❢❛✉ts✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ❛ss♦❝✐é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ à ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té✱ ❛ ❞❡♣✉✐s ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳
❚r♦✐s ✈♦✐❡s s❡ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✿
• ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✏♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✑ ✿ ♦ù ❧✬é♥❡r❣✐❡ st♦❝❦é❡ ❡st ❡st✐♠é❡ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡
♣❤②s✐q✉❡✱ ✐✳❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✉ts✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❣r❛♥✉❧❛✐r❡s ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉ ❝r✐st❛❧❧✐♥✳ ❉❡
❝❡s ét✉❞❡s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ♦♥t ♣✉ êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✭❋r❡♥❝❤✮ ✷✾✸
à r❡❧✐❡r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ à ❝❡s q✉❛♥t✐tés ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧❡s ❬❘❛❥♠♦❤❛♥ ✶✾✾✼❛✱ ●❡r❜❡r ✷✵✵✸✱
❈❤♦✐ ✷✵✵✹❪✳
• ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✏t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♦✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✑ ✿ ♦ù ❧✬é♥❡r❣✐❡ st♦❝❦é❡ ❡st ❡st✐♠é❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❜✐❧❛♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ❞♦♥t ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✐♥t❡rêt ❡st ❧✐é à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❣❧♦❜❛❧❡ ✭❝❛❧♦r✐♠ètr❡✮ ❬❋❛rr❡♥ ✶✾✷✺❪✱ ♣✉✐s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s
✐♥❢r❛r♦✉❣❡s ❬❈❤r②s♦❝❤♦♦s ✶✾✽✾❛✱ ❍♦❞♦✇❛♥② ✷✵✵✵✱ ▲♦✉❝❤❡ ✷✵✵✶✱ ❇❡rt❤❡❧ ✷✵✵✼❛✱ ❉✉♠♦✉❧✐♥ ✷✵✶✵❪
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝❝é❞❡r à ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✐ss✐♣❛t✐❢s ♠❛✐s
t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ❧✐♠✐té❡ ❡♥ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ✐♠❛❣❡✉rs ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✳
• ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✏♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✑ ✿ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡
❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧❡s ❡t ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✐rré✈❡rs✐❜❧❡s ❧♦❝❛✉① ❬▼✐❝❤❡❧❧ ✶✾✺✼✱ ❈❧❛r❡❜r♦✉❣❤ ✶✾✺✽✱ ❇❛✐❧❡② ✶✾✻✵✱
❇❡✈❡r ✶✾✼✸✱ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✽✺✱ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✸✱ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✶✱ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾✱ ❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞✉ tr❛❥❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r
❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛ ♣✉ êtr❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳
❈❡tt❡ ét✉❞❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❛♠❜✐t✐♦♥✱ ❧❛ ré❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❜✐❧❛♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é ❡♥tr❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠êtr❡s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛✉① ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐tés t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡s à ❧❛ ♠ê♠❡
é❝❤❡❧❧❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❧❡s é♥❡r❣✐❡s✳ ✳ ✳ ❋♦rt ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ét✉❞❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s
♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ✉♥ ❜✐✲❝r②st❛❧ ❞✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❬❙❛❛✐ ✷✵✵✼✱ ❙❛❛✐ ✷✵✶✵❪✱ ❡t s✉r ✉♥ ♦❧✐❣♦❝r②st❛❧ ❞✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠
❬❇❛❞✉❧❡s❝✉ ✷✵✶✶❪✱ ❧❛ s✐♥❣✉❧❛r✐té rés✐❞❡ ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♣♦❧②❝r②s✲
t❛❧✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ✶✼✵✵ ❣r❛✐♥s ❡♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té ❧♦❝❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛ss♦❝✐és✳
P❛rt✐❡ ■■
❊ss❛✐ ❡t ♠❛tér✐❛✉
▲❡ ❝❛s tr❛✐té ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✱ ❡st ✉♥ ❡ss❛✐ ❞❡ tr❛❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣✐❧♦té ❡♥
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ✷✼✵▼P❛ ❡t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛①✐❛❧❡ ❞❡ ✷✳✺%✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✺①✶✵−3 s−1 ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡ss❛✐
❞❡ ≈✶oC✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ét✉❞✐é ❡st ✉♥❡ é♣r♦✉✈❡tt❡ ❞✬❛❝✐❡r ✐♥♦①✐❞❛❜❧❡ ❆■❙■ ✸✶✻▲ tr❛✐té t❤❡r♠✐q✉❡♠❡♥t
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥ ❞❡ ✶✶✽µm ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡✳
❉✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s✿
• ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦✉♣❧é❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s ✐♥✲s✐t✉ ✿ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✈✐s✐❜❧❡s ❡t ✐♥❢r❛✲
r♦✉❣❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡ ❡t ❝❡❧❛ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡
❧✬❡ss❛✐ à ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠❡s à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳
• ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❊✳❇✳❙✳❉✳ ❛♣rès ❡ss❛✐ ✿ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ≈✶✼✵✵
❣r❛✐♥s ❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✷✵ ❡t ✽✵✵µm✳ ✽✵% ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ét✉❞✐é❡ ❝♦♥t✐❡♥t
✷✾✹ ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✭❋r❡♥❝❤✮
❞❡s ❣r❛✐♥s ❞♦♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡✉rs ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✷✵ ❣r❛✐♥s ♦♥t
✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✹✵✵µm ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡ ✜♥❡ ❞❡s
❝❤❛♠♣s t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ♥✬❡st ♣❛s t❡①t✉ré ♠❛✐s ♠♦♥tr❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥ ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✉t✐❧❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞û à ❧❛ tr❡♠♣❡✳
• ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣r♦✜❧♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♣rès ❡ss❛✐ ✿ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
♣♦❧✐t ❛✉ ♠✐❝r♦♥ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❛♣rès ❡ss❛✐ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❤♦rs ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ✷✵µm ❝❡ q✉✐ tr❛❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ❈❡tt❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡t ré✈è❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts s❛✉ts ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛✉① ❥♦✐♥ts
❞❡ t②♣❡ Σ3 q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❡♥ ♦✉tr❡ ✺✼% ❞❡s ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✉t✐❧❡✳
• ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♣rès ❡ss❛✐ ✿ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡s
❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐és ❡st ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t
♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✐❡✳ ■❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❆✉ tr❛✈❡rs
❞❡ ❝❡t ♦✉t✐❧✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ❧✐é❡ à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❜❛♥❞❡s ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ tr❛❞✉✐t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦✉t ❛✉ss✐ ❤étér♦❣è♥❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
ré❣✐♦♥s ♠❡tt❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t très ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♠♦♥tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❡t ❞♦✉❜❧❡ ✭✺✼% ❡t ✷✾%✮ ❝❡ q✉✐ tr❛❞✉✐t
✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ s❡ s✐t✉❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡ st❛❞❡ ■ ❡t ■■✳
❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t ♠étr♦❧♦❣✐❡
▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ✈✐s✐❜❧❡s ❡t ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ▲✳ ❇♦❞❡✲
❧♦t ❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪ s♦♥t r❡♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧❡✉r ét❛t ❜r✉t❡ ❡t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st
♣r♦♣♦sé❡✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✱ ✉♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣✐①❡❧ à ♣✐①❡❧ ❡♥ ✢✉① ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬é♠✐ss✐✈✐té ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❝♦r♣s ♥♦✐r ét❛❧♦♥ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❞❡t❡❝t❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡ é♠✐s ♣❛r ❧❡ ❝♦r♣s ♥♦✐r ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ✻ ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ✹✵✺ ✲ ✹✻✺ W.mm−3✳ ❯♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✸✵
♠❑ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❧✐♠✐té❡ à ✾✵①✾✵µm2 ✭✸①✸ ♣✐①❡❧s✮ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡
❢réq✉❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❧✐♠✐té❡ à ✷✺❍③✳
❯♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡ é♠✐s ♣❛r ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡♠♦♥t❡r à ✉♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❡ ✢✉①✱ ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱
♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ ✉♥ ✢✉① ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛
❧✐é ❛✉① é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥ ✉♥ ✢✉① ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡
❧✐é ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬é♠✐ss✐✈✐té ❧♦❝❛❧❡s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ r❡✈❡t❡♠❡♥t ❛♣♣♦sé s✉r ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡
❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❯♥❡ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣
❞✬é♠✐ss✐✈✐té ❡st ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s t❤❡r♠✐q✉❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣
❞❡ ❧✬éss❛✐✱ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t
❢❛✐❜❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳
❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✭❋r❡♥❝❤✮ ✷✾✺
❈♦rr❡❧✐Q4 ❬❍✐❧❞ ✷✵✵✽❪ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r r❡♠♦♥t❡r ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s✳ ❉❡s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ ❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ✶✻①✶✻ ♣✐①❡❧s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✶✵✹①✶✵✹µm2 ❛✐♥s✐ ✉♥❡
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✹①✶✵−2µm✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✼❤③✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♠♦♥t❡r ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s s♦♥t ✐♥t❡r♣♦❧és ❡♥ ❡s♣❛❝❡ à ❧❛ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❊❇❙❉ ❞❡ ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ t❤❡r♠✐q✉❡✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❛rt♦❣❛♣❤✐❡ ❊❇❙❉ ❛♣rès ❡ss❛✐✱ ❝❤❛♠♣s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s ✐♥✲s✐t✉
s♦♥t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❡①♣r✐♠és ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✱ ❡t r❡❝❛❧❧és ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳
P❛rt✐❡ ■■■
Pr♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡
❯♥❡ ✈♦✐① ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s ❡st
✐♥tr♦❞✉✐t❡✳
❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣r❛✐♥ à ❣r❛✐♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥✲s✐t✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝r✐st❛❧❧♦✲
❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❯♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❣r❛✐♥
♣❛r ❣r❛✐♥ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡s✳ ▲✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝♦♥❢♦r♠❡ à ✉♥❡ ❤②♣♦tès❡ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳
▲✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s s♦✉r❝❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ❣r❛✐♥✱
❝❡ q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥st❛♥t❛♥é✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡✳
■❧ ❡st ♠♦♥tré✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ q✉❡ ✾✺% ❡t ✼✺% ❞❡s ❝❤❛♠♣s
♣r♦❥❡tés ❡♥tr❛✐♥❡♥t ✉♥ rés✐❞✉✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝❤❛♠♣s ✐♥✐t✐❛✉①✱ ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s
♣ré❝é❞❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ rés✐❞✉ ♥❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ♣❛s ❛✉① ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s✱ ❝♦♠♠❡
♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❧❡ ❝r❛✐♥❞r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ❧é❣✐t✐♠✐té ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❝✐♥é♠❛✲
t✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡ ❛✉① ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡r♠✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ rés✐❞✉ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✉r❛♥t ❧✬❡ss❛✐ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞é❥à ♦♣éré
♣❛r ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✬é♠✐ss✐✈✐té✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡
❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈és✱ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ✢✉①✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❛✉ts ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❛✉① ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s ❬❑❛♣✐t③❛ ✶✾✹✶❪✳
❆♥❛❧②s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡s
▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✉t✐❧❡ ❞❡
❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡✳
✷✾✻ ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✭❋r❡♥❝❤✮
❚r♦✐s ♣❤❛s❡s s♦♥t ❛❧♦rs ♠✐s❡s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✿ ✭✶✮ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❛♥✲
t✐tés ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞é❝r♦✐t✱ ✭✷✮ ▲❛ ♠✐❝r♦✲❛♥é❧❛st✐❝✐té s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❡t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉
r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ✐♥✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ✭✸✮ ▲✬é♣r♦✉✈❡tt❡ s✉❜✐t ✉♥ ré❝❤❛✉❢✲
❢❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞û ❡♥ ♣❛rt✐❡ à ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✐♥✢❡①✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡t
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
✐♥é❧❛st✐q✉❡s ❡t ❞✐ss✐♣❛t✐❢s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲❡❡ ❬▲❡❡ ✶✾✾✶❪ ❡t s❡♠❜❧❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❞❡ ✸①✶✵−4✳
▲❡s ❝❤❛♠♣s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❛♥❛❧②sés ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡ss❛✐✳
▲❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡s s♦♥t ♦❜s❡r✈és ❡t ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé✳ ■❧ ❡st
♦❜s❡r✈é ❞❡ ✵ à ✷✷✵ ▼P❛ ✭s♦✐t ♣♦✉r σ < R0.2%e ✮✱ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❛ss♦❝✐é à
❞❡ ❢♦rt❡s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥✳ ❉❡ t❡❧s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s
s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥ ❡st st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳
❉❡ ✷✷✵ ▼P❛ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐✱ ❧❡s ♠✐❝r♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s ♠✐❣r❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ✈✐s✐❜❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥s ♦ù ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❛①✐❛❧❡ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭❃✺%✮✳
❈❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❡tt❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛♣t✐t✉❞❡ ❞❡ t❡❧s ♠❡s✉r❡s à r❡♥❢♦r❝❡r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s
♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ♣♦❧②❝r②st❛✉① ❡t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳
❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❧❛st✐q✉❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡
❉✐✛ér❡♥ts ❣r❛✐♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐❧❧✐♠étr✐q✉❡ s♦♥t ❛♥❛❧②sés✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s✱ t❤❡r♠✐q✉❡s✱ ♣r♦✲
✜❧♦♠étr✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡♥s✐tés ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s♦♥t ét✉❞✐és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
ét❛❜❧✐r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té✳
▲✬✐♥✢❡①✐♦♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡s ❣r❛✐♥s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐✲
s✐♦♥ ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✐ss✐♣❛t✐❢s ❞é❜✉t❡♥t ♣✉✐s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡ ❢r♦♥t ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ s❡ ♣r♦♣❛❣❡
❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s t❤❡r♠✐q✉❡s s♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✐❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❢❛✐t❡s
❛♣rès ❡ss❛✐ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s s②stè♠❡s q✉✐ s❡ s♦♥t ❛❝t✐✈és ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❣r❛✐♥✳ ❯♥ ❧✐❡♥ ❢♦rt ❡st ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡
s✉r❢❛❝❡ ❡st ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ■❧ ♥♦✉s é❝❧❛✐r❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡
♣❧❛st✐❝✐té✱ ❤étér♦❣é♥é✐té ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳
❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐s♦✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ s✉✐✈r❡ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦rré❧é❡ à ❧❛ ❢♦✐s à ❧❛ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t
à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❙❝❤♠✐❞ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s s②stè♠❡s ❛❝t✐✈és✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡
❧✬✐♥✢❡①✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té
❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✭❋r❡♥❝❤✮ ✷✾✼
❧♦❝❛❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝r✐t✐q✉❡ rés♦❧✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✭CRSS✮✳ ▲✬é♣r♦✉✈❡tt❡ ♠❡t st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ rés♦❧✉❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ≈✸✵ ▼P❛ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ✶✻✺ ❣r❛✐♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝
❞❡s ét✉❞❡s ♠❡♥é❡s s✉r ♠♦♥♦❝r✐st❛✉① ❬❋❡❛✉❣❛s ✷✵✵✾❪
❇✐❧❛♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐sé❡ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ét✉❞✐é ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❞✐ss✐♣é❡ ❡t st♦❝❦é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡ ❡t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✷✳✺%✳ ▲❛ ③♦♥❡ ✉t✐❧❡ ❞❡
❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡ st♦❝❦❡ ✶✳✽ ♠❏✳♠♠−3 ❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ≈✸✵% ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛♥é❧❛st✐q✉❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥✈✲
✐r♦♥ 70% ❞❡ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❡st st♦q✉é❡ ❞❛♥s ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ r❡st❡ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
rés✐❞✉❡❧❧❡s ✭✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✮✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡
❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✶✾✾✺✱ ❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st q✉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❣r❛✐♥s s♦♥t ❣r♦s✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣❛rt ❞❡
st♦❝❦❛❣❡ ❞❛♥s ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
rés✐❞✉❡❧❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ é♥❡r❣✐❡ st♦❝❦é❡ ❡t ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡
❡st ❝♦♥✜r♠é❡✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ét✉❞✐é❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❤②✲
♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❧❛♥❡s✱ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥ ♣❧❛st✐❝✐té ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❧❛st✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡s✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré✱ ❞❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ st♦❝❦é❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❥✉sq✉✬à ✼ ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r❡ à s❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✉t✐❧❡ ❞❡
❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ r❛t✐♦ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ st♦❝❦é❡ s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛♥é❧❛st✐q✉❡ t♦t❛❧❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✷
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉①✳ ✭✶✮ ❯♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ✭❁✶✺%✮ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ✸✵%
❞❡s ❣r❛✐♥s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡ st♦❝❦❡ ❡♥✈✐r♦♥ à ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ✺✵%✳ ❈❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
♦♥t ♣✉ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s êtr❡ ❝♦♥✜r♠és ♣❛r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥ s✉r❢❛❝❡
❞❡ ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡ ❛♣rès ❡ss❛✐✳
▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡
❣r❛✐♥ st♦❝❦❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉
r❛t✐♦ ♠♦②❡♥✳ ■❧ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❧❡ r❡✢❡t ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ q✉✬✉♥
✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❧♦❝❛❧✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s ❞❡ t②♣❡ Σ3 s❡♠❜❧❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❧♦❝❛❧✐s❡r ♣❧✉s ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡
st♦❝❦❛❣❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧✐é ❛✉① ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ✷❉ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡t s❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❧♦❝❛✉① s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s✳ ✸ ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ✐♥✈❡st✐❣✉é❡s ✿ ✭✶✮ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦r✲
ré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❡t t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ✭✷✮ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ t❡r♠❡ ❞✉
❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤♦rs ♣❧❛♥ ❡t ✭✸✮ ❧✬❛♣t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧é❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉❡s à ét✉❞✐❡r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳
✷✾✽ ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✭❋r❡♥❝❤✮
P❛rt✐❡ ■❱
❉❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣s
❉❡✉① ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s é❧❡♠❡♥ts ✜♥✐s s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ❊❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛✐s ✐♥té❣r❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✳
▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✸❉ ✭✷❉
1
2 ✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✉t✐❧❡ ✭✺①✺♠♠2✮ ❞❡ ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡ ét✉❞✐é❡ ❡t ❧❛
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬❛♥❛❧②s❡s ❊❇❙❉ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✶✼✼✻ ❣r❛✐♥s ❡①tr✉❞és✳ ▲❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ré❣✉❧✐❡r ❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❡t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s❡❧♦♥ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛r✲
t♦❣r❛♣❤✐❡ ❊❇❙❉✱ ✐✳❡✳ ✷✵①✷✵①✭✽✵✱ ✸✵✵✱ ✻✷✵✮µm3✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♠♣♦s❡✱ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡
❛✉① ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✱ ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ à ❝❡❧❧❡s ♠❡s✉ré❡s ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞✐r✐❝❤❧❡t✮ ❡t s♦♥t ❡①tr✉❞é❡s s❡❧♦♥ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r✳
❊♥s✉✐t❡ ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❝♦♥✈❡❝t✐❢s ❡♥tr❡ ❧✬❛✐r ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡ s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳
❉❡✉① ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ✿ ✭✶✮ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
❝r✐st❛❧❧✐♥❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧s ❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ✈♦♥ ▼✐s❡s✳ ❊♥s✉✐t❡ ✉♥ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t t❤❡r♠♦✲é❧❛st♦✲♣❧❛st✐q✉❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥ é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t✳ ✭✷✮ ❧❡
s✉✐✈❛♥t✱ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ✈ér✐t❛❜❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té ❝r✐st❛❧❧✐♥❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r❛✐♥ ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥
é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t✳
▲❡s ❞❡✉① ❧♦✐s s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❯s❡r✬s ▼❆❚❡r✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❆❇❆◗❯❙✳
❈❤❛♠♣s t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ♠♦②❡♥♥❡s s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s✳ ❯♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s
❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡st ♦❜s❡r✈é q✉❛♥t ❛✉① q✉❛♥t✐tés ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s✱ t❤❡r♠✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t ❝♦♥❢r♦♥tés✳
Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❞❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❡t ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝
❧❡s ❝❤❛♠♣s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ré✲
s✉❧t❛ts ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❤♦rs ♣❧❛♥ q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❜s❡r✈é❡ s✉r ❧✬é♣r♦✉✈❡tt❡ ❛♣rès ❡ss❛✐✳
❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s♦♥t ❡♥ ♣❛r❢❛✐t ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜s❡r✈és s✉r
é♣r♦✉✈❡tt❡✳ ❯♥ é❝❛rt ✐♥❢ér✐❡✉r à ✶✵% ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❡st ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣ré❝♦❝❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❡st ♠✐s❡ ❡♥ é✈✲
✐❞❡♥❝❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣r❡♥❞ ♥é❝❡ss❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥s✱ ✈❛❧✐❞❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❡①♣ér✐❡♠❡♥t❛❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❢❛✐t❡s q✉❛♥t
❛✉① ré❣✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢r♦✐❞❡s✳
❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✭❋r❡♥❝❤✮ ✷✾✾
✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❛♥❛❧②sés✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❝❧❛✐r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ❝❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ s✉r✲
❢❛❝❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❞❡s ♠✐❝r♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❈❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛♣t✐t✉❞❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♦❜s❡r✈és à ❧❛ ❜♦♥♥❡ é❝❤❡❧❧❡✱ à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ♠✐❝r♦✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❇✐❧❛♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ❡st ♣rés❡♥té❡✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ≈✶✸% s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ♦❜s❡r✈é ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳
❈❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ❧✐é❡ à ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡✳ ❈❡❧❛
s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐q✉❡r q✉✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠❡♥é❡✳ ■❧ ❡st ❡♥
♦✉tr❡ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛✐r❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t à
❧✬é♥❡r❣✐❡ st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡s✐❞✉❡❧❧❡s ❬❖❧✐❢❡r✉❦ ✷✵✵✾❪✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡♥ ✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❛✜♥ ❞❡
❝♦rr✐❣❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❛✉① ❜♦r❞s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s
❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ♠❡♥é s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ré❛❧✐sé ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ s♣é❝✐✜❝✐té rés✐❞❡ ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
q✉❛♥t✐tés ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❜✐❧❛♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s ❡st ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❛✉① ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s✳ ❊❧❧❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ êtr❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡rt✐♥❛♥t
❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❡♥ ♦✉tr❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡
st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡✱ ♠❛✐s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧♦❝❛❧✐sé❡✳ ❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ✐♥s✉✜s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡s ✜♥❡s ♣✉✐sq✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t très
❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛✐r❡ s❡♠❜❧❡ à ❝♦♥tr❛r✐♦ ♥❡ ♣❛s r❡♣rés❡♥✲
t❡r ❧❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✳ ■❧ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❡ ❣r❛✐♥ à ❣r❛✐♥ ❡t ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✺
♠❏✳♠♠−3✳ ❈❡❝✐ ❞♦✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t
♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛st✐❝✐té ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ é♥❡r❣✐❡ st♦❝❦é❡ ❡t é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❡st ❛♥❛❧②sé✳ ■❧ ✈❛r✐❡
❞❡ ✵ à ✼✵% ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♠❡tt❛♥t ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❝❡ r❛t✐♦ ♥✬❡st ♥✐ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠❛tér✐❛✉① ♥✐ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❜✐❧❛♥
❞✬é♥❡r❣✐❡✳
✸✵✵ ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✭❋r❡♥❝❤✮
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s
❉✐✛ér❡♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♦♥t été ♠❡♥és ❛✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s
❡t t❤❡r♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ♣♦❧②❝r✐st❛✉①
s♦✉♠✐s à ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥❛❧②s❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ❛✜♥ ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r
❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠✐❝r♦✲♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs s✐❣♥❛t✉r❡s t❤❡r♠✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱
✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t ét✉❞✐é ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❡♥r✐❝❤✐t ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✳
❆ ❝♦✉rt t❡r♠❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s é❧❡♠❡♥t❛✐r❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠❡♥é❡s s✉r ♠♦♥♦✲
❝r✐st❛✉① ❡t ❜✐✲❝r②st❛✉① ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❑❛♣✐t③❛✳ ❊♥ ♦✉tr❡
❞❡s ❡ss❛✐s à r✉♣t✉r❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠❡♥és✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝r♦✐s✲
s❛❣❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ❝②❝❧✐q✉❡s ❞♦✐t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é✳
❆ ♠♦②❡♥ t❡r♠❡✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❝r✉❝✐❛❧❡✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣s
stéré♦s❝♦♣✐q✉❡s s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥tr❛✲
❣r❛♥✉❛❧❛✐r❡ ❡t ❡♥ ♦✉tr❡ ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡s s❛✉ts ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞♦✐t
êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é✳
❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

❆♣♣❡♥❞✐① ❆
❆ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❛❧s
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✐s t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡❛t
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✧♠❡s♦s❝♦♣✐❝✧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t✱ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ t❡❝❤♥✐❝ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦s❡s t♦ s❡♣❛r❛t❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ❬❇♦✉❧❛♥❣❡r ✷✵✵✹❛✱ ❈❤r②s♦❝❤♦♦s ✶✾✽✾❜❪✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t♦ ♣r❡❝✐s❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❆✳✶ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s
❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❞✐❛ ✐s
t❤❡ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ t❤❡ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ■rr❡✈❡rs✐❜❧❡ Pr♦✲
❝❡ss❡s✳ ▼❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡s s②♥t❤❡s✐③❡ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ✐ts ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ ❬▼❛✉❣✐♥ ✶✾✾✷✱
◆❣✉②❡♥ ✷✵✵✵✱ ❇❡ss♦♥ ✷✵✵✸✱ ▲❡♠❛✐tr❡ ✷✵✵✾❪✳
▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡♥♦t❡❞ ∂Ω ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❞✐❛✳ ▲❡t E ❜❡ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧
❡♥❡r❣② ❛♥❞ e ✐ts s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿
E =
∫
Ω
ρ · e · dV,
K ✐s ✐ts ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✿
K =
1
2
∫
Ω
ρ · ~v · ~v · dV
❛♥❞ Q t❤❡ ❤❡❛t q✉❛♥t✐t② r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② Ω ✿
Q =
∫
Ω
r · dV −
∫
∂Ω
~q · ~n · ds ✭❆✳✶✮
❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤✐s ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❤❡❛t q✉❛♥t✐t② ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ Ω ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ t♦ t❤❡ ❤❡❛t q✉❛♥t✐t② r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂Ω✳ ▲❡t P(x) ❜❡
t❤❡ ♣♦✇❡r ❜r♦✉❣❤t ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✿
P(x) =
∫
Ω
~f · ~v · dV −
∫
∂Ω
~q · ~n · ds
❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧②
✇r✐t❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇ ✿
✸✵✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❛❧s
d
dt
(E +K) = P(x) +Q
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✇♦r❦✲❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t❤❡♦r❡♠ st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t ✿
dK
dt
= P(x) + P(i)
✇❤❡r❡ P(i) ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❜r♦✉❣❤t ❜② ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♦❢ Ω✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
d
dt
(E) = −P(i) +Q
❇② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ✈♦❧✉♠✐❝ ♣♦✇❡r ❜r♦✉❣❤t ❜② ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♦❢ Ω✱ p(i)
P(i) =
∫
Ω
p(i) · dV
❛ ❧♦❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❖str♦❣r❛❞s❦② t❤❡♦r❡♠ ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭❆✳✶✮ ✿
ρ · e˙ = −p(i) + r − div (~q) ✭❆✳✷✮
❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡
st❛t❡❞ ❛s✿
dS
dt
≥
∫
Ω
r
T
dV −
∫
∂Ω
~q · ~n
T
dS
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥tr♦♣② s♣❡❝✐✜❝ ❞❡♥s✐t② s s✉❝❤ ❛s ✿
S =
∫
Ω
ρ · s · dV,
♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
ρ · ds
dt
+ div
(
~q
T
)
− r
T
≥ 0 ✭❆✳✸✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✷✮ ❛♥❞ ✭❆✳✸✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✿
ρ ·
(
T
ds
dt
− de
dt
)
− p(i) −
~q
T
· ~grad(T ) ≥ 0 ✭❆✳✹✮
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② e ✈❡rs✉s s ✿
Ψ = e− Ts ✱ Ψ = Ψ(T,αj) ✭❆✳✺✮
✇❤❡r❡ t❤❡ αj ✱ ✭j = 1, 2, . . . , n✮ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡✿
❆✳✶✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✸✵✺
s = −∂Ψ
∂T
✭❆✳✻✮
❛♥❞
dΨ
dt
=
∂Ψ
∂T
T˙ +
∂Ψ
∂αj
α˙j ✱ (j = 1, 2, . . . , n) ✭❆✳✼✮
❚❤❡♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✺✮✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❆✳✹✮ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❈❧❛✉s✐✉s ❉✉❤❡♠ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿
− ρ · ∂Ψ
∂αj
α˙j − p(i) −
~q
T
· ~grad(T ) ≥ 0 ✱ (j = 1, 2, . . . , n) ✭❆✳✽✮
❚❤❡ ♥❡①t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ st❡♣ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠❛❧
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆s e ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Ψ✱ T ❛♥❞ s ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✺✮✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✭❆✳✻✮
❛♥❞ ✭❆✳✼✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥
de
dt
=
dΨ
dt
+ T
ds
dt
+ sT˙
=
∂Ψ
∂T
T˙ +
∂Ψ
∂αj
α˙j + T
(
∂s
∂T
T˙ +
∂s
∂αj
α˙j
)
− ∂Ψ
∂T
T˙
=
∂Ψ
∂αj
α˙j − T
(
∂2Ψ
∂T 2
T˙ +
∂2Ψ
∂αj∂T
α˙j
)
✭❆✳✾✮
❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭❆✳✷✮ ✿
ρ · e˙ = −p(i) + r − div (~q)
= ρ ·
(
∂Ψ
∂αj
α˙j − T
(
∂2Ψ
∂T 2
T˙ +
∂2Ψ
∂αj∂T
α˙j
))
✱ (j = 1, 2, . . . , n)
❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿
~q = −K · ~grad(T ),
❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛ss✐❝ ❤❡❛t Cv = −T ∂
2Ψ
∂T 2
❛♥❞ ❞❡❞✉❝✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♣♦✇❡r ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t❤❛t p(i) = −σ · ε˙✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿
ρCvT˙ = r + div(K · ~grad(T ))
+
(
σ : ε˙+ ρT
∂2Ψ
∂T∂αj
α˙j − ρ ∂Ψ
∂αj
α˙j
)
✱ (j = 1, 2, . . . , n)
✭❆✳✶✵✮
■t s❡❡♠s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❆✳✶✵✮ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦❢ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧
✸✵✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❛❧s
❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✿ t❤❡ ❤❡❛t q✉❛♥t✐t② ρCv ♥❡❝❡ss❛r② t♦
❡❧❡✈❛t❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦❧✐❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❤❡❛t s✉♣♣❧② r ❛r✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❛t t❤❡ ❤❡❛t s✉♣♣❧② r ✐s ❛❞❞❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s✱ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥ ❛ ❤❡❛t s✉♣♣❧② ♣❛rt σ : ε˙✱ ❛ st♦r❡❞ ♣❛rt −ρ∂Ψ
∂α
α˙ ❛♥❞ ❛ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡r♠ ρT
∂2Ψ
∂T∂α
α˙✳
❆✳✷ ❚❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇
❚✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①✐st✿
• ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ r❡✈❡rs✐❜❧❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s ♦❢ T ✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ε✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ str❛✐♥✳
• ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❤②st♦r② ♦❢ s②st❡♠✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ ❛
s✐♠♣❧❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ str❛✐♥ ε ✐♥ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♣❛rt ✭r❡✈❡rs✐❜❧❡✮ εe ❛♥❞ ❛ ♣❧❛st✐❝ ♣❛rt
✭✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡✮ εp
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② Ψ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ T ✱ εe✱ εp ❛♥❞
p =
∫ t
0
√
ε˙p : ε˙pdt✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✳ ❚❤✉s✿
Ψ = Ψ(T, εe, εp, p)
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡ ❘✳❊✳❱✳ ✭❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❊❧❡♠❡♥t❛r ❱♦❧✉♠❡✮✱
s♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ t❡♥s♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ K = k · I✱ ✇❤❡r❡ I ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐❞❡♥t✐t②
❢♦✉rt❤ r❛♥❦ t❡♥s♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✿
~q = −k · ~grad(T ),
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✵✮ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠
ρCvT˙ = r + k∆T +
(
σ : ε˙+ ρT
∂2Ψ
∂T∂εe
ε˙e − ρ ∂Ψ
∂εe
ε˙e
)
+
(
ρT
∂2Ψ
∂T∂εp
ε˙p − ρ ∂Ψ
∂εp
ε˙p
) ✭❆✳✶✶✮
✇✐t❤ ∆T ✐s t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❢♦r❝❡s ♦❢ εe ❛♥❞ εp
❛r❡ σ ❛♥❞ a✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿
σ = ρ
∂Ψ
∂εe
❀ a = ρ
∂Ψ
∂εp
❙♦ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❤❡❛t ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s✿
ρCvT˙ − r − k∆T = (σ − a) : ε˙p + T
(
∂σ
∂T
ε˙e +
∂a
∂T
ε˙p
)
✭❆✳✶✷✮
❆✳✷✳ ❚❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✸✵✼
❚❤❡ ✜rst ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡r♠ d1 = (σ − a) : ε˙p ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦
♦t❤❡r t❡r♠s dTe + dTp = T
(
∂σ
∂T
ε˙e +
∂a
∂T
ε˙p
)
❞❡✜♥❡ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡r✲
♠♦❡❧❛st✐❝ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② dTe ❛♥❞ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② dTp✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ t❡r♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❧✐♠✐t❡❞ str❛✐♥s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t✇♦ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡✿
• ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥♥❛❧ t❡st✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛❜s❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r = 0✳
• ❚❤❡ str❡ss t❡♥s♦r a ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ❝r✐st❛❧ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❡❧② t♦ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛r❡ ❧♦✇✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❛❞♠✐t t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤✐s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ st❛t❡
❛♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ a t❡♥s♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ T
∂a
∂T
ε˙p = 0 ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ t❡r♠ dTp ❝❛♥
❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❚❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿
ρCvT˙ − k∆T = (σ − a) : ε˙p + T ∂σ
∂T
ε˙e ✭❆✳✶✸✮
❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✸ ❛❧❧♦✇s ❜❛s✐❝❛❧❧②✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❡r♠✱ t♦ ❡①❤✐❜✐t s✐① ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s✿
EHp = ρCv
∫ ∫
T˙ · dt · dV ✭❆✳✶✹✮
EHl = −k
∫ ∫
∆T · dt · dV ✭❆✳✶✺✮
Ea =
∫ ∫
(σ : ε˙p) · dt · dV ✭❆✳✶✻✮
Eb =
∫ ∫
(a : ε˙p) · dt · dV ✭❆✳✶✼✮
Ec =
∫ ∫
d1 · dt · dV ✭❆✳✶✽✮
Ethe =
∫ ∫
T
∂σ
∂T
ε˙e · dt · dV ✭❆✳✶✾✮
✭❆✳✷✵✮
❲✐t❤ EHp✱ EHl✱ Ea✱ Es✱ Ec ❛♥❞ Ethe t❤❡ ❤❡❛t ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡st✱ t❤❡ ❤❡❛t
❡♥❡r❣② ❧♦st ❜② ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✇♦r❦✱ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❜② ❤❡❛t ❛♥❞ t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❛❧❧②✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐s ❛❧s♦ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♥♦t❡❞ Eis ❛s
✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t✱ ♥♦t❛❜❧② ❛t ❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡✱
♠❡❛♥s ❜❡ ❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ✸❉ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ T ✱ t♦t❛❧ str❛✐♥ ε ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡❧❛st♦♣❧❛st✐❝ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❇
❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❉■❈✮
❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❙❝❤r❡✐❡r ✷✵✵✾❪✳
❚♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡✱ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥ s✉❜ sq✉❛r❡ ♣✐❝t✉r❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❩♦♥❡ ❖❢ ■♥t❡r❡st ✭❩❖■✮✳ ❊❛❝❤ s✉❜ ♣✐❝t✉r❡ ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❞❡❢♦r♠❡❞
♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❩❖■ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ s✐❣♥❛❧✳
❚❤✉s✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❩❖■✱ g(x)✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✱ f(x)✱ s✉❜❥❡❝t❡❞
t♦ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u(x)✱ s♦ f(x− u(x))✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
g(x) = f(x− u(x)) + b(x) ✭❇✳✶✮
✇❤❡r❡ u(x) ✐s ❛ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ x t❤❡ ❝♦♦r❞♦♥♥❛t❡ ✈❡❝t♦r ❡t b t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ■t
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ f ❛♥❞ g✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ F ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇✐t❤ F t❤❡ ♥♦r♠❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
f(x− v) ❛♥❞ g(x) ✇❤❡r❡ v ✐s ❛ t❡st ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠✿{
F (v) = ‖g(x)− f(x− v)‖2
min
v
[F (v)]
✭❇✳✷✮
✇✐t❤ ‖F (v)‖2 =
+∞∫
−∞
|F (v)|2 · dx✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♥♦r♠✱ ✐✳❡✿
‖F (v)‖ =
+∞∫
−∞
|g(x)− f(x− v)|2 · dx ✭❇✳✸✮
❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ✐t ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✵✱ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡ ✭b(x) = 0✮ ✇❤❡♥ v = u✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✷ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥♥❛❧ Φ(v) = g •f
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ v✳ g •f ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ❛♥❞ g✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s✿
min
v
[F (v)] = max
v
[Φ(v)] =
+∞∫
−∞
g(x)f(x− v) · dx ✭❇✳✹✮
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦❢ ✐♥t❡r❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ❇✳✹ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❋❋❚✮✳
✸✶✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❉■❈✮
❇✳✹ ❜❡❝♦♠❡s ✜♥❛❧❧②✿
max
v
[Φ(v)] = max
v
[
FFT−1
(
FFT (g)FFT (f)
)]
✭❇✳✺✮
✇❤❡r❡ A ♠❡❛♥s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❈
■♥❢r❛❘❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭■❘❚✮
❚❤❡ ■♥❢r❛❘❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭■❘✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳
■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡r② ❜♦❞② ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✵ K✱ ❡♠✐t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♦ ❝❛❧❧❡❞✱ ❇❧❛❝❦ ❇♦❞②✱ ✐✳❡ ❛ ❜♦❞② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❡♠✐tt❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
✐ts t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✐t ❞♦❡s♥✬t r❡✢❡❝t ❛♥② ✐♥❝✐❞❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥s✮✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♣❡r s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡
❧❡♥❣t❤✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❡①✐t❛♥❝❡✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ P❧❛♥❝❦✬s ❧❛✇✿
Meλ (λ, T ) =
2πhc2λ−5
exp
(
hc
λkT
)− 1 ✐♥ W.m−3 ✭❈✳✶✮
T ❂ ❆❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦❜♦❞② ✐♥ K h ❂ P❧❛♥❝❦✬s ❝♦♥st❛♥t ✭✻✳✻✷✻①✶✵−34 Js✮
c ❂ ❙♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✭✷✳✾✾✽①✶✵8 ms−1✮
k ❂ ❇♦❧t③♠❛♥♥✬s ❝♦♥st❛♥t ✭✶✳✸✽✶①✶✵−23 JK−1✮
λ ❂ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐♥ m
❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✿ P❧❛♥❝❦✬s ❧❛✇ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠
❋✐❣✉r❡ ❈✳✶ s❤♦✇s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❧❛♥❝❦✬s ❧❛✇ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢r♦♠ ✷✵✵ t♦ ✻✵✵✵
K ✭s✉♥ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✱ ✇✐t❤ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜rst ♥♦t❡
✸✶✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ■♥❢r❛❘❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭■❘❚✮
t❤❛t ✈✐s✐❜❧❡ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤s ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✭❢r♦♠ ✵✳✹ t♦ ✵✳✽ µm✮✳ ❲❤❡♥
✇❛✈❡ ❧❡♥❣❤ts ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦♥❡ ❝r♦ss❡s t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ✇❤❡♥
✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤s ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r✐s❡s✱ ♦♥❡ ❝r♦ss❡s t❤❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤r❡❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡
❝♦❧♦r❡❞ ♦♥ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧s♦ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ r✐❣❤t ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡s ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ t❤r❡❡ r❛♥❣❡s ♦❜s❡r✈❡❞
❜② ❡①✐st✐♥❣ ■❘ ❝❛♠❡r❛s✳ ❖♥❡ t❛❧❦s ❛❜♦✉t t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❙❤♦rt ❲❛✈❡❧❡♥❣❤ts ✭❙❲✮ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✸ µm✱
▼❡❞✐✉♠ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❢r♦♠ ✸ t♦ ✺ µm ❛♥❞ ▲♦♥❣ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✭▲❲✮ ❢r♦♠ ✽ t♦ ✶✷ µm✳ ❙♦ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜♦❞② ♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❖♥❡
❛❧s♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞s✱ t❤❛♥❦s t♦ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡✱ t❤❛t ✐t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛❞✐❛t✐✈❡
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❜♦❞②✱ ♥♦t❛❜❧② ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐✳❡ ≈ ✸✵✵K✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❜♦❞② ❛t ≈ ✸✵✵K✱
t❤❡ ❧❡❢t ❞r❛✇ ♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ❈✳✶ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ▼❡❞✐✉♠ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝❛♠❡r❛ ❝❛♣t✉r❡ I=
5∫
λ=3
(Meλ·dλ)·S ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❞ ❛r❡❛✱ ▲♦♥❣ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❝❛♠❡r❛ ❝❛♣t✉r❡ I=
12∫
λ=8
(Meλ·dλ)·S ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❜❧✉❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❙❤♦rt ❲❛✈❡❧❡♥❣❤ts ❝❛♠❡r❛ ❞♦❡s♥✬t ❝❛♣t✉r❡ ❛♥②t❤✐♥❣✳ S ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ■♥❢r❛❘❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛✲
♣❤②✿
• ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛s✉r❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♦♥❡ ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡s ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ r❛✲
❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦❞②✳ ❘❡❝♦✈❡r t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ♣❛ss❡s ♥❡❝❡ss❛r②
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
• t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ■❘ ❝❛♠❡r❛ ♠✉st ❜❡ ❧❡❛❞❡❞ ❜② r❡s❡❛r❝❤❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡✐✲
t❤❡r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ ♦r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡sts ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❡①❤✐❜✐ts ❧♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ MW ❛♥❞ LW
❝❛♠❡r❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❞ ❛♥❞
❜❧✉❡ ❛r❡❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ✸✵✵ K ✐♥ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡ ❈✳✶✳
▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇✱ ❛ ✧●r❡②❇♦❞②✧✱ ✐✳❡✳ ❛ ❜♦❞② ✇❤✐❝❤ ❛❜s♦r❜❡s ♦♥❧② ❛ ♣❛rt α ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥✱
r❡✢❡❝ts ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ρ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ts ❛ ♣❛rt τ ✳ ❆t t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡♠✐tt❡❞ ❜② r❛❞✐❛t✐♦♥✱ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❛❜s♦r❜❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
α(λ) + ρ(λ) + τ(λ) = 1 ✭❈✳✷✮
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ♦♣❛q✉❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥② ♠❡t❛❧❧✐❝ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
τ(λ) = 0✳ ◆♦t❡ ε t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❛❜s♦r❜t✐♦♥ ♦♥❡ α✳
ρ(λ) = 1− ε(λ) ✭❈✳✸✮
✇✐t❤✱ ε(λ) ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❈✳✸ ❛❧❧♦✇s ✜♥❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
✸✶✸
❛♣♣❛r❡♥t t❤❡r♠❛❧ ✢✉① Φ✿
Φ = Φe +Φr ✭❈✳✹✮
= εobjΦobj + (1− εobj)Φenv ✭❈✳✺✮
✇❤❡r❡✱ Φe✱ Φr✱ εobj ✱ Φobj ✱ ❛♥❞ Φenv ❛r❡ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ✢✉①✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥❡✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✱
✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡ ✢✉① ❞✉❡ t♦ ✐ts ♦✇♥ s✉r❢❛❝✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉① r❛❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉❡
t♦ t❤❡ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳
■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ P❧❛♥❝❦✬s ❧❛✇ ❛❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✢✉① ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② Φobj ✭✐♥ W.mm−2✮ ❛♥❞ ✐ts s✉r❢❛❝✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❙t❡❢❛♥✲
❇♦❧t③♠❛♥♥ ❧❛✇✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t✱ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t t❤❡r♠❛❧ ✢✉① Φ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
Φ = εobjσT
4 + (1− εobj)Φenv ✭❈✳✻✮
✇❤❡r❡✱ σ ✐s t❤❡ ❙t❡❢❛♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t ✭✺✳✻✼✵✹✵✵①✶✵−8 Js−1m−2K−4✮ ❛♥❞ T t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❜♦❞②✳
❚❤✐s ♣❛rt ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t✇♦ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ■♥❢r❛❘❡❞ ❚❤❡r♠♦❣r❛✲
♣❤②✿
• t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✐ts ❡♠✐ss✐✈✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts
❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐✳❡ r♦✉❣❤♥❡ss ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ❡♠✐ss✐❜✐t② ✜❡❧❞✳ ■❢ ♦♥❡ ❞❡s✐r❡s ♠❡❛s✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❝❛❧❡ t❤❛♥ s✉r❢❛❝✐❝ ✧✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✧✱ t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♠❛♣ ❜❡❝♦♠❡s ❝r✉t✐❛❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ♦✉r
st✉❞② ✐s ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❆s ♥✉♠❡r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❜♦❞② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ❡♠✐ss✐❜✐t② ✜❡❧❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r✲
❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■t ✐s st✐❧❧ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤❡r ❤♦✇ ✇♦r❦s
♦♥ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❜❧❡♠ s✉❝❤ ❛s t❤❡r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤♦t s♣♦ts ✇✐t❤✐♥ ❜r❛❦✐♥❣
s②st❡♠s ❬❑❛s❡♠ ✷✵✶✵❪✳
• ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧s♦ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛✛❡❝t
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜♦❞② ❞❡✲
✈✐❛t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ ✶ ✭❡①✿ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✮✳ ❖♥❡ ♣r♦♣♦s❡s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶ ❛
✇❛② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❡♠✐ss✐✈✐t② ♠❛♣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥❡✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❉
❲❤❛t ❛❜♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s❄
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t♦t❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❛♥❞
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♣❡r ❣r❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✷❉ t❤❡r♠❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐✲
❡♥t ♦❢ ❛ ❣r❛♥✉❧❛r ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t✱ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
q✉❛♥t✐t✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❛ ✷❉ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✸❉ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✱ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ str❡ss ♦r ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✜❡❧❞ r❡♠❛✐♥s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦♣✐❝✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤r❡❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✿ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡ t♦t❛❧
str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ❛♥❞
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✜❡❧❞✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ✈❡r② s❤♦rt s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♦♣❡♥ ❛ ♥❡✇ ✇❛② t♦ ❛♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❡ss ✜❡❧❞ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣❛rt ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣r❛♥✉❧❛r str❡ss ✜❡❧❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r t♦t❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
❦♥♦✇♥✳ ▲❡t ✉s ✜rst tr② t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❜♦✉t t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❉✐✛❡r❡♥t
♥♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
• ❆❝♦✉st✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ✇❤✐❝❤ tr❛✈❡❧s t❤r♦✉❣❤ ❛ str❡ss❡❞ s♦❧✐❞
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str❛✐♥ st❛t❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ str❡ss st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❦♥♦✇♥
❛s t❤❡ ❡❧❛st♦❛❝♦✉st✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r str❡ss ✜❡❧❞s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
✉♥✐❛①✐❛❧ t❡st ✐♥ ❬❑✐♥♦ ✶✾✽✵❪✳
• ❳❘❉ ♠❡t❤♦❞ ❳ r❛② ♠❡t❤♦❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✜❡❧❞✳
❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❛❦❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t②✱ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❛t♦♠✐st✐❝ ❧❛tt✐❝❡
❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛t
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡✱ ✐ts ♣❧❛st✐❝ ♣❛rt ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡
❣r❛♥✉❧❛r t♦t❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞✱ ✐ts ♣❧❛st✐❝ ♣❛rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❧❛♥❡ s❧✐♣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✶✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ✷ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✿
✶✳ ❛ ♣r✐♦r✐✿ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ❋✳❈✳❈✳ str✉❝t✉r❡
✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❧♦✇ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ✭❁✶✵%✮✳
✷✳ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✿ t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ s❧✐♣ ♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♥ s❧✐♣ s②st❡♠ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡
✶♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ♦♥❡ s❧✐♣ s②st❡♠ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞
✸✶✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ❲❤❛t ❛❜♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s❄
s✉r❢❛❝❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ t❡st✳ ❊✳❇✳❙✳❉ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r♠✐ts t❤❡♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r s❧✐♣ s②st❡♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
▲❡t ✉s ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r t♦t❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡ εg✿
εg = εgs + ε
g
d ✭❉✳✶✮
✇✐t❤ εgs ❛♥❞ ε
g
d t❤❡ s♣❤❡r✐❝ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❣r❛♥✉❧❛r str❛✐♥ t❡♥s♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s
♣❧❛st✐❝✐t② ✐s str❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐t❤ ♥♦ ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t εgs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ εe1g✳ ■t ✐s ❛
♣❛rt ♦❢ t♦t❛❧ ❣r❛♥✉❧❛r str❛✐♥ t❡♥s♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥ ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❉✳✶ ❜❡❝♦♠❡s✿
εg = εge1 + ε
g
d ✭❉✳✷✮
= εge1 +Pαε˜
g
dP
T
α ✭❉✳✸✮
✇✐t❤ ε˜gd t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❧✐♣ s②st❡♠ ❜❛s❡ B1✭n✱b✱w✮✱ n t❤❡ ♥♦r♠❛❧
t♦ t❤❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡✱ b t❤❡ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ w t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ❉✳✶✮✳ Pα ✐s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ B1 t♦ B0✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ αth ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❡♥s♦r Dα = 12 (n
α ⊗ bα + bα ⊗ nα)✱ α t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ R✳
Pα = RD
αRT ✭❉✳✹✮
❚❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ B0✱ ε˜
g
d ❝♦✉❧❞ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ε˜
g
e2
❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✿ ❙❝❛❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦❧②❝r②st❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ B0✭1✱2✱3✮ t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❛t❡❞
s❧✐♣✲s②st❡♠ ♦♥❡ B1✭n✱b✱w✮
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❛♥❞ ε˜gp ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ♣❛rt ♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤❡
✸✶✼
t♦t❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r t❛❦❡s ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
εg =
[
εe1
g + Pαε˜
g
e2P
T
α
]︸ ︷︷ ︸
εge
+Pαε˜
g
pPα
T︸ ︷︷ ︸
εgp
✭❉✳✺✮
✇✐t❤✱
ε˜gd = ε˜
g
e2 + ε˜
g
p ✭❉✳✻✮
 a b cd e f
g h i

 =

 a 0 c0 e f
g h i

+

 0 b 0d 0 0
0 0 0


❖♥❡ ❛ss✉♠❡s ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❦♥♦✇♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣❧❛♥❡✳ ❖♥❝❡
t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❛✐♥ t❡♥s♦r ε˜gd ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❜❛s❡ B0✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ ♣❧❛st✐❝✐t②
♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ε˜gp ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ s❤❡❛r str❡ss ✐♥ t❤❡ ✭❜✱✇✮ ♣❧❛♥❡✳ ■❢ ♦♥❡ ❞❡♥♦t❡ Z ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
♣❡r♠✐ts t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ε˜gd✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❜❡❝♦♠❡s✿
ε˜gp = Z
(
ε˜gd
)
✭❉✳✼✮
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❛❧❧② ✇r✐t❡ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r str❡ss ✜❡❧❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿
σg = C˜ : εe ✭❉✳✽✮
= C˜ :
[
εg −PαZ
(
ε˜gd
)
Pα
T
]
✭❉✳✾✮
✇✐t❤ C˜ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛tr✐① r♦t❛t❡❞ ✐♥ B0 ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ R ❛♥❞ σg✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❈❛✉❝❤② str❡ss ✜❡❧❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ g✳ ❆t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❝❛❧❡✱ σg ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❣r❛♥✉❧❛r
str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛♥❞ ✐ts ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ♣❛rt ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ str✉❝t✉r❡ t❡♥s♦r ♥♦t❡❞ Pα✳
❚❤✐s ❣r❛♥✉❧❛r str❡ss ✜❡❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t t❤❛♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞
✇✐t❤✐♥ ♦✉r ✇♦r❦s✱ ✐✳❡✳ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦t❛❜❧② ❛❜♦✉t t❡①t✉r❡✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✱ ❛♥❞ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❤②s✐❝s✳ ■♥ ♦✉r
♦♣✐♥✐♦♥✱ t❤❡ ❦❡② ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ✜♥❛❧❧②
❞❡✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜❛s✐❝ ♣❤②s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
♦❢ str❛✐♥✳ ❚❤✐s s✉❜❞♦♠❛✐♥ ✐s✱ ✐♥ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ✭❣r❛✐♥✮✳
❆❝t✉❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❛❞♠✐ts t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ str❡ss ✜❡❧❞ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ❜✉t ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿
✶✳ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♦♥❧② t❤❛♥❦s t♦ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ✸
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ t♦t❛❧ ❣r❛♥✉❧❛r str❛✐♥ t❡♥s♦r εg✳ ❙♦♠❡ t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡
✸✶✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ❲❤❛t ❛❜♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s❄
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ♦♥❧②
❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ✷❉ t♦t❛❧ ❣r❛♥✉❧❛r str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥
❡❧❛st✐❝✐t② ✭♠✉❧t✐❛①✐❛❧✐t② ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r♠✐t t♦ ✉s❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s
♣❧❛♥❡ str❡ss✱ ♦r ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❋♦r t❤❛t
♠❛tt❡r✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛t
❛❧❧ ✐♥ t❤❡s❡s ❜❛s✐❝ ❦✐♥❞ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✷✳ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ s✐♠♣❧❡ s❧✐♣ ✐s t❛❦❡♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✐s ❧♦❛❞❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ s❧✐♣ s②st❡♠✱ t❤❡
str✉❝t✉r❡ t❡♥s♦r ✱ Pα ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✐s st♦♣♣❡❞
♦♥ t❤❡ αth s②st❡♠ ❛♥❞ ❜❡❣✐♥s ♦♥ t❤❡ βth ♦♥❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ t❡♥s♦r ✱
Pβ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts ❛❧s♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠s ❛s✿
σg = C˜ :
[
εg − aPαZ
(
ε˜gd
)
Pα
T + bPβZ
(
ε˜gd
)
Pβ
T + . . .+ nPλZ
(
ε˜gd
)
Pλ
T
]
✭❉✳✶✵✮
✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭a✱ b✱ c✱ ❧❞♦ts✱ n✮ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❤❡❛r str❛✐♥
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦t ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ s✉❝❤
❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡ ❜② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❊
❙❧✐♣✲s②st❡♠ ❊❳tr❛❝t✐♦♥ ✭❙▲■P❊❳✮
✸✷✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳ ❙❧✐♣✲s②st❡♠ ❊❳tr❛❝t✐♦♥ ✭❙▲■P❊❳✮
✸✷✶
✸✷✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳ ❙❧✐♣✲s②st❡♠ ❊❳tr❛❝t✐♦♥ ✭❙▲■P❊❳✮
❆♣♣❡♥❞✐① ❋
❈r②st❛❧ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t♦rs
❈✉❜✐❝ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❧❛tt✐❝❡ s✉❝❤ ❛s ❋❈❈ ♦r ❋❈ ❝♦♥t❛✐♥ ✷✹ s②♠♠❡tr✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✷✹ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t♦rs
♥♦t❡❞ Oi✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦✿
• t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
• t❤❡ ♥✐♥❡ ✾✵o r♦t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛①✐s ❣r♦✉♣ ❁100❃✱ ✐✳❡ ❬100❪✱ ❬010❪✱ ❬001❪
• t❤❡ s✐① ✶✽✵o r♦t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛①✐s ❣r♦✉♣ ❁110❃✱ ✐✳❡ ❬110❪✱ ❬101❪✱ ❬011❪✱ ❬1¯10❪✱ ❬101¯❪✱ ❬01¯1❪
• t❤❡ ❡✐❣❤t ✶✷✵o r♦t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛①✐s ❣r♦✉♣ ❁111❃✱ ✐✳❡ ❬111❪✱ ❬1¯11❪✱ ❬11¯1❪✱ ❬111¯❪
O1 =

 1 0 00 1 0
0 0 1

 O2 =

 1 0 00 1¯ 0
0 0 1¯

 O3 =

 0 1 00 0 1
1 0 0

 O4 =

 0 1¯ 00 0 1¯
1 0 0


O5 =

 1¯ 0 00 1¯ 0
0 0 1¯

 O6 =

 1 0 00 0 1
0 1¯ 0

 O7 =

 0 0 1¯1¯ 0 0
0 1 0

 O8 =

 0 1 01 0 0
0 0 1¯


O9 =

 0 0 1¯0 1 0
1 0 0

 O10 =

 0 1¯ 01 0 0
0 0 1

 O11 =

 0 0 1¯0 0 1
1¯ 0 0

 O12 =

 1¯ 0 00 0 1
0 1 0


O13 =

 1¯ 0 00 1 0
0 0 1¯

 O14 =

 1¯ 0 00 1¯ 0
0 0 1

 O15 =

 0 1 00 0 1¯
1¯ 0 0

 O16 =

 0 0 10 1¯ 0
1 0 0


O17 =

 0 0 10 1 0
1¯ 0 0

 O18 =

 0 1 01¯ 0 0
0 0 1

 O19 =

 0 0 1¯1 0 0
0 1 0

 O20 =

 0 1¯ 01¯ 0 0
0 0 1¯


O21 =

 1 0 00 0 1¯
0 1 0

 O22 =

 0 0 11 0 0
0 1 0

 O23 =

 0 0 11¯ 0 0
0 1¯ 0

 O24 =

 1¯ 0 00 0 1¯
0 1¯ 0



❆♣♣❡♥❞✐① ●
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
●✳✶ ❨✐❡❧❞ ♠♦❞❡❧
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭❋❊✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❆❜❛q✉s ✻✳✺✳
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ❆❜❛q✉s✴st❛♥❞❛r❞ ✐♠♣❧✐❝✐t s♦❧✈❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝♦❞❡✱ ❢✉❧❧②
t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❧❡❛❞❡❞ ❜② ♣❧❛st✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s
♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ✐s
r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣♦♦r✱ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ βint r❛t✐♦ ♦❢ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ◗✉✐♥♥❡② ❬◗✉✐♥♥❡② ✶✾✸✼❪✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ❯s❡r✲❞❡✜♥❡❞ str❡ss ✉♣❞❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❯▼❛t
✐♥ ❆❜❛q✉s ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❋♦rtr❛♥ ✼✼✳ ❆t ❡❛❝❤ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ t❤❡
❋❊ ❝♦❞❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❯▼❛t ✇❤✐❝❤ ✉♣❞❛t❡s t❤❡
str❡ss❡s ❛♥❞ ❛❧❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❯▼❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ t❛♥❣❡♥t
♠♦❞✉❧✐ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞✉❧✐✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s
s❝❤❡♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ❥❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✿(
Kuu Kuθ
Kθu Kθθ
) {
∆u
∆T
}
=
{
Ru
Rθ
}
✭●✳✶✮
✇❤❡r❡ Kuu✱ Kθθ✱ Kθu✱ Kuθ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❛♥❣❡♥t st✐✛♥❡ss ✶✳ ▲♦❝❛❧ t❛♥❣❡♥t st✐✛♥❡ss
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✭●✳✷✮ ✭✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬❇♦❞❡❧♦t ✷✵✵✽❪✳


∂∆σ
∂∆ε
= C− 2µ∂∆ε
p
∂∆ε
∂∆σ
∂∆T
= −3KαI
∂∆Φ˙
∂∆ε
= (σ −X)∂∆ε
p
∂∆ε
− αTI : ∂∆σ
∂∆ε
∂∆Φ˙
∂∆T
= −9Kα2T
✭●✳✷✮
✶❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❆❜❛q✉s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st✐✛♥❡ss Kuu✱ Kθθ✱ Kθu✱ Kuθ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧
t❛♥❣❡♥t st✐✛♥❡ss DDSDDE✱ DDSDDT ✱ DRPLDE✱ DRPLDT ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t
✸✷✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✺✮ ❛r❡✷✿
∆σ = C : (∆ε−∆εp)− 3KαI∆T ✭●✳✸✮
∆Φ˙ = (σ −X) : ∆ε
p
∆t
− αT tr
(
∆σ
∆t
)
− 9Kα2T∆T
∆t
✭●✳✹✮
■♥ t❤✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t
∆εp ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ✜rst❧② s✉♣♣♦s❡❞ ♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝ str❡ss t❡♥s♦r ✐♥❝r❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥
✐♥❝r❡♠❡♥t ❤❛s t❤❡♥ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t②
r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇r✐tt❡♥✿ 

f˙ (σ) = 0
∆εp = λ˙
∂f
∂σ
∆t
✭●✳✺✮
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ∆εp ✐s ❤❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ r❡t✉r♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✜rst❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②
❬◆❣✉②❡♥ ✶✾✼✼❪ ❛♥❞ ❬❙✐♠♦ ✶✾✽✺❪✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❈❤❛r❦❛❧✉❦ ✷✵✵✻❪✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t✐♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t✐♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
●✳✷ ❈r②st❛❧❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧
❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ∆t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t F ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱
t❤❡♥ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❛✉❝❤② str❡ss σ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡r♥❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s s❤❡❛r str❛✐♥ ♦♥ ❡❛❝❤ s❧✐♣ s②st❡♠ (s) γs✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧❧② st♦r❡❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
✭❙❙❉✮ ρs ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① R✳
❆s✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❛r❡ ♥♦t
♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ ❛♥② ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s s♦❢t✇❛r❡✱ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❯s❡r✲❞❡✜♥❡❞ str❡ss ✉♣❞❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡
❞❡✜♥❡❞ ❛ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡ ❆❇❆◗❯❙✴st❛♥❞❛r❞✱ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t s♦❧✈❡r✱ ✇r✐tt❡♥
✐♥ ❋♦rtr❛♥ ✼✼✳ ■t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ str❡ss ✉♣❞❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛t ❡❛❝❤
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ str❡ss ✉♣❞❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡ ❤❡r❡ t❤❡ ✧r❛t❡✲t❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧✉s✧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❬P❡✐r❝❡ ✶✾✽✹❪ t♦ ❞❡r✐✈❡
t❤❡ ✈✐s❝♦✲❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♠♦❞✉❧✉s r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ s❤❡❛r str❛✐♥ ∆γs ♦♥ s②s✲
t❡♠ s t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✭❘❙❙✮ ∆τ s ♦r ❈❛✉❝❤② str❡ss ∆σ ❛♥❞ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r
❙tr❡ss ✭❈❘❙❙✮ τ sc ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥
●✳✶✵ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ s❧✐♣ s②st❡♠ s❤❡❛r str❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t
❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ∆τ s✱ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t
✷❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❆❜❛q✉s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ∆Φ˙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ RPL✳
●✳✷✳ ❈r②st❛❧❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✸✷✼
str❡♥❣❤ τ sc ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ∆γ
s✳
❲❡ ♣r❡s❡♥ts ❤❡r❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❜✉✐❧❞✐♥❣✳
●✳✷✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t
❖♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐♥ s❧✐♣ s②st❡♠ (s) ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ∆t ❜②✿
∆γs = γs(t+∆t) − γs(t) ✭●✳✻✮
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡✿ ∃θ ∈ [0, 1] s♦ t+ θ∆t ∈ [t, t+∆t] s✉❝❤ t❤❛t✿
γ˙s(t+θ∆t) =
γs(t+∆t) − γs(t)
(t+∆t)− t ⇔ ∆γ
s = γ˙s(t+θ∆t)∆t ✭●✳✼✮
❛♥❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r γ˙s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ∆t✿
∆γs =
(
(1− θ) γ˙s(t) + θγ˙s(t+∆t)
)
∆t ✭●✳✽✮
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 0 t♦ 1✳ θ = 0 ❛♥❞ θ = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧✐♠✐ts ❝❛s❡s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ❊✉❧❡r t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ■t ✐s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭✐♠♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❇❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❧✐♠✐ts ❡q✉❛t✐♦♥ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛t ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡✳ ❘❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ θ ♣❛r❛♠❡t❡r✿ θ = 0.5✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥
st❛❜✐❧✐t②✱ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛♥❝② s✐♥❝❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳
❆t t✐♠❡ t✱ γ˙s(t) ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❧✐♣ r❛t❡ γ˙
s
(t+∆t) ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡
❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✳
✸✷✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
❆❜s❡✐❧
✜rst ♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✿ ❝❛s❡ ♦❢ ✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ X = (x, y)✱ A = (a, b)✱ ∇f(A) t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❢ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ A ❛♥❞
H(A) t❤❡ ❍❡ss✐❡♥♥❡✬s ♠❛tr✐① ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ A✿
H(A) =


∂2f
∂x2
(A)
∂2f
∂x∂y
(A)
∂2f
∂y∂x
(A)
∂2f
∂y2
(A)


f(X) = f(A) +∇f(A)(X −A) + 12(X −A)TH(A)(X −A) + o(||X −A| |2)
❖♥❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❧✐♣ r❛t❡ γ˙s ✐s ♠❛✐♥❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ t❤❡ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss
✭❘❙❙✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♦♥❡ ✭❈❘❙❙✮✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② γ˙s(t+∆t) t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
γ˙s(t+∆t) = γ˙
s
(t) +
(
∂γ˙s
∂τ
∣∣∣∣
t
∂γ˙s
∂τc
∣∣∣∣
t
)[
∆τ
∆τc
]
+
1
2
(∆τ∆τc)


∂2γ˙s
∂τ2
∂2γ˙s
∂τ∂τc
∂2γ˙s
∂τc∂τ
∂2γ˙s
∂τ2c


t
[
∆τ
∆τc
]
+ o(∆τ∆τc)
2 ✭●✳✾✮
= γ˙s(t) +
∂γ˙s
∂τ
∣∣∣∣
t
∆τ +
∂γ˙s
∂τc
∣∣∣∣
t
∆τc
+
✭✭✭✭
✭✭✭✭
✭✭✭✭
✭✭✭✭
✭✭✭✭
✭✭✭✭
✭✭✭✭
✭✭
1
2
(
∂2γ˙s
∂τ2
∣∣∣∣
t
∆τ2 +
∂2γ˙s
∂τ2c
∣∣∣∣
t
∆τ2c +∆τc∆τ
∂2γ˙s
∂τc∂τ
∣∣∣∣
t
)
+ o(∆τ∆τc)
2
︸ ︷︷ ︸
✷nd ♦r❞❡r
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ●✳✽ ❛♥❞ ●✳✶✵ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❛❧❧② ✇r✐t❡ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛s✿
∆γs =
[
γ˙s(t) + θ
(
∂γ˙s
∂τ s
∣∣∣∣
t
∆τ s +
∂γ˙s
∂τ sc
∣∣∣∣
t
∆τ sc
)]
∆t ✭●✳✶✵✮
✇❤❡r❡ ❛ s✉❜s❝r✐♣t ❛❢t❡r ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛t❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳
●✳✷✳ ❈r②st❛❧❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✸✷✾
●✳✷✳✷ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t
❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ r❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ t❤❡♦r②✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬P❡✐r❝❡ ✶✾✽✸❪
♦r ❬❍✉❛♥❣ ✶✾✾✶❪ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s✱ ✐s ✉s❡❞✳ ■t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤
❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ t❤❛t r❡❧❛t❡s t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❤❡❛r str❡ss τ s t♦ t❤❡ s❧✐♣♣✐♥❣ r❛t❡ γ˙s ♦♥ ❡❛❝❤ s❧✐♣ s②st❡♠ ✭s✮✱
γ˙s = γ˙0
∣∣∣∣τ sτ sc
∣∣∣∣n s✐❣♥ (τ s) ✭●✳✶✶✮
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ Xs =
τ s
τ sc
❡q✉❛t✐♦♥ ●✳✶✵ ❜❡❝♦♠❡s✿
∆γs =
[
γ˙s(t) + θ
∂γ˙s
∂Xs
∣∣∣∣
t
(
∂Xs
∂τ s
∣∣∣∣
t
∆τ s +
∂Xs
∂τ sc
∣∣∣∣
t
∆τ sc
)]
∆t ✭●✳✶✷✮
=
[
γ˙s(t) +
∂γ˙s
∂Xs
∣∣∣∣
t
θ
τ sc(t)
(
∆τ s −Xs(t)∆τ sc
)]
∆t ✭●✳✶✸✮
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ∆γs ❛t t + ∆t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ∆τ s ❛♥❞ ∆τ sc ❡①♣r❡ss❡❞ ❛t
t+∆t r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rts ❜❡✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡ ❛t t✐♠❡ t t❤❛♥❦s t♦ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ss✉♠❡❞ s❧✐♣ r❡s✐st❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡✿
τ˙ sc =
µb
2
∑
u
(dsuρ˙u)∑
w
(dswρw)
✭●✳✶✹✮
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✢♦✇ r✉❧❡ ✇✐t❤✐♥ ●✳✶✹ ♦♥ ❝♦✉❧❞ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❡ s❧✐♣ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥❝r❡✲
♠❡♥t ❛s✿
∆τ sc = τ˙
s
c∆t ✭●✳✶✺✮
=
∑
u

 µdsu
2
∑
w
(dswρw)


∑
w
(auwρw)
L
− 2ycρu



∆γus✐❣♥ (γ˙u) ✭●✳✶✻✮
=
∑
u
Hsu∆γus✐❣♥ (γ˙u) ✭●✳✶✼✮
❊q✉❛t✐♦♥ ●✳✶✸ ❜❡❝♦♠❡s✿
∆γs =
[
γ˙s(t) +
∂γ˙s
∂Xs
∣∣∣∣
t
θ
τ sc(t)
(
∆τ s −
∑
u
Xs(t)H
sus✐❣♥ (γ˙u)∆γu
)]
∆t ✭●✳✶✽✮
✸✸✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
●✳✷✳✸ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✐♥❝r❡♠❡♥t
❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❙❝❤♠✐❞✬s r✉❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✳✸ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡✿
τ˙ s =
∂ (σ : Ds)
∂t
✭●✳✶✾✮
✇✐t❤ Ds t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❡♥s♦r✱ ✐✳❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r Ms = bs ⊗ ns✳ ❲✐t❤ t❤❡
❤❡❧♣ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✜♥✐t❡ str❛✐♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❍✳✶✮✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
τ˙ s = Rs : De ✭●✳✷✵✮
✇✐t❤ Rs = C : Ds +Wsσ − σWs✱ ❛♥❞ De t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ r❛t❡ ♦❢ str❡t❝❤✐♥❣ t❡♥s♦r✳ ❲❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦
✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡rs t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬❆s❛r♦ ✶✾✼✼❪ ❢♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t st❡♣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✐♥❝r❡♠❡♥t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
∆τ s = τ˙ s∆t ✭●✳✷✶✮
= Rs : De∆t ✭●✳✷✷✮
= Rs :
(
D−
∑
u
γ˙uDu
)
∆t ✭●✳✷✸✮
= Rs : D∆t−
∑
u
RsDu∆γu ✭●✳✷✹✮
❙♦✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ●✳✶✸✱ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r s❤❡❛r str❛✐♥
✐♥❝r❡♠❡♥t ∆γs ❜❡❝♦♠❡s✿
∆γs = γ˙s(t)∆t+
∂γ˙s
∂Xs
∣∣∣∣
t
θ∆t
τ sc(t)
(
Rs : D∆t−
∑
u
[
Rs : Du −Xs(t)Hsus✐❣♥ (γ˙u)
]
∆γu
)
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣Qs =
∂γ˙s
∂Xs
∣∣∣∣
t
θ∆t
τ sc(t)
Rs✱ ❛♥❞✱Nsu = δsu +Qs : Du − ∂γ˙
s
∂Xs
∣∣∣∣
t
θ∆t
τ sc(t)
Xs(t)H
sus✐❣♥ (γ˙u) ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿
∑
u
Nsu∆γu = γ˙s(t)∆t+Q
s : D∆t ✭●✳✷✺✮
●✳✷✳ ❈r②st❛❧❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✸✸✶
❚❤❡ s❧✐♣ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛t t✐♠❡ t ❛s✿

∆γu =
(
f˙u + Fu : D
)
∆t
✇❤❡r❡
f˙u =
∑
u
(Nsu)−1γ˙s(t)
Fu =
∑
u
(Nsu)−1Qs
✭●✳✷✻✮
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t ∆γs ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠✳
●✳✷✳✹ ❚❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧✉s
❊❧❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❬▼❡✐ss♦♥♥✐❡r ✷✵✵✶❪✳ ❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦r t❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧✉s✱ ❙t✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❈❛✉❝❤② str❡ss✱ ✐✳❡ ∂∆σ∂∆E ♠✉st ❜❡
❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✳ ■t ♣❧❛②s ❛
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐ts ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛
❦♥♦✇❧❡❞❣❡s✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✿
▲❡t FE ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ E✱ A✱ B C ♦r❞✐♥❛r② ♦♥❡s ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
r❛♥❦✳ 

∂ [C : FE]
∂E
= C :
∂FE
∂E
∂ [B (A : FE)]
∂E
= [B⊗A] : ∂FE
∂E

 ✭●✳✷✼✮
❲✐t❤ A : B =
∑
i,j
[AijBij ] ♠❡❛♥s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ (A⊗B)ijkl = AijBkl ♠❡❛♥s t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✲
✉❝t✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❜r✐❡❢ ❛❜s❡✐❧ ♦❢ t❡♥s♦r✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
t❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧✉s
∂∆σ
∂∆E
✳ ■t ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♦t❛t✐♦♥❛❧ str❡ss ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❋✳❊✳ ❝♦❞❡ ❆❇❆◗❯❙ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❬❍✉❛♥❣ ✶✾✾✺❪✿
∆σ =
∇
σ∆t ✭●✳✷✽✮
∆σ = C : ∆E− σ (I : ∆E)−
∑
s
Rs∆γs
= C : ∆E− σ (I : ∆E)−
∑
s
Rs
[
f˙ s∆t+ Fs : D∆t
]
= C : ∆E− σ (I : ∆E)−
∑
s
Rs
[
f˙ s∆t+ Fs : ∆E
]
✸✸✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
❙♦✱
∂∆σ
∂∆E
= C− Ctr − C ✭●✳✷✾✮
✇✐t❤ Ctr ❛♥❞ C ❛r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st✐❢♥❡ss ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ str❛✐♥ r❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊①♣r❡ss❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥ ❬❱♦✐❣t ✶✾✷✽❪ ❡❛❝❤ ❢♦✉rt❤ r❛♥❦
t❡♥s♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐t❡ ❛s✿
Ctr = σ ⊗ I =


σ1 σ1 σ1 0 0 0
σ2 σ2 σ2 0 0 0
σ3 σ3 σ3 0 0 0
σ4 σ4 σ4 0 0 0
σ5 σ5 σ5 0 0 0
σ6 σ6 σ6 0 0 0


✭●✳✸✵✮
C =
∑
s
(Rs ⊗ Fs) ✭●✳✸✶✮
❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ s✉❣❣❡st t♦ r❡❢❡r t♦ ❬❍✉❛♥❣ ✶✾✾✺❪✳
●✳✷✳✺ ❯♣❞❛t✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ●✳✶✼ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿
τ sc(t+∆t) = τ
s
c(t)
+∆τ sc
= τ sc(t) +
∑
u
Hsu∆γus✐❣♥ (γ˙u) ✭●✳✸✷✮
❚❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ●✳✷✸ ❧❡❛❞s t♦✿
τ s(t+∆t) = τ
s
(t) +∆τ
s
= τ s(t) + R
s :
(
D∆t−
∑
u
Du∆γu
)
= τ s(t) + R
s :
(
∆E−
∑
u
Du∆γu
)
✭●✳✸✸✮
●✳✷✳ ❈r②st❛❧❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✸✸✸
✇❤❡r❡ E ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr✉❡ ♦r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ str❛✐♥✸ ✉s❡❞ ✐♥ ❆❇❆◗❯❙ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ str❛✐♥s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✷✾✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❙t❛t✐s❝❛❧❧② ❙t♦r❡❞ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿
ρs(t+∆t) = ρ
s
(t) +∆ρ
s
= ρs(t) +
1
b


∑
u
asuρu
L
− 2ycρs

∆γss✐❣♥ (γ˙s) ✭●✳✸✹✮
❚❤❡♥✱ ❞❡♥♦t✐♥❣
o
σ(t) = STRESS ✐♥ ❆❇❆◗❯❙ ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t str❡ss t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
σ(t+∆t) =
o
σ(t) +∆σ
=
o
σ(t) + C : ∆E− oσ(t)tr (∆E)−
∑
s
Rs∆γs ✭●✳✸✺✮
❋✐♥❛❧❧②✱ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ❜❛s❡ ✈❡❝t♦rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❜②✿
∆Bs =
[
∆E+∆ω −
∑
s
∆γsLs
]
Bs ✭●✳✸✻✮
∆N s = −N s
[
∆E+∆ω −
∑
s
∆γsLs
]
✭●✳✸✼✮
●✳✷✳✻ ❘♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r
❆s ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ t♦ s♦❧✈❡❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r♦t❛t❡❞ ❢r♦♠ ❣r❛♥✉❧❛r t♦ ❣❧♦❜❛❧ ❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❜❛s❡
❝❤❛♥❣❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r st✐✛♥❡ss ♦r ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r C ✐s✿
C∗ijkl = RipRjqCpqrsRkrRls ✭●✳✸✽✮
✇❤❡r❡ C∗ ❛♥❞ C ❛r❡ t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛①❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ R
t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ●✳✸✽ ✐s ♥♦t ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s
❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r t❡♥s♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ✻①✻ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ ✐ts
❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r r♦t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥ ❬▲❡❦❤♥✐ts❦✐✐ ✶✾✻✹❪ ♦r ❬❆✉❧❞ ✶✾✼✸❪✳
❊q✉❛t✐♦♥ ●✳✸✽ ❜❡❝♦♠❡s✿
C∗ = KCK−1 ✭●✳✸✾✮
✸E = ln
(
l
L
)
✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ l ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ L ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧✐♥❡✳
✸✸✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
✇✐t❤✱ 

K =
[
K1 2K2
K3 K4
]
K1ij = (Rij)
2
K2ij = Rij1Rij2
K3ij = Ri1jRi2j
K4ij = Ri1j1Ri2j2 +Ri1j2Ri2j1
i1 = i+ 1 ✐❢ i+ 1 ≤ 3 ❡❧s❡ i1 = i+ 1− 3
i2 = i+ 2 ✐❢ i+ 2 ≤ 3 ❡❧s❡ i2 = i+ 2− 3
✭●✳✹✵✮
❆♣♣❡♥❞✐① ❍
❋✐♥✐t❡ str❛✐♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ str❡ss
✢♦✇
❍✳✶ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s
❚❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ✜♥✐t❡ str❛✐♥s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ ❛ ❜♦❞② ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡✱
A ∈ R3✱ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✱ B ∈ R3✱ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r❝❡s ❛♥❞
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✱ ∆t✳ ❖♥❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♣❡r❢❡❝t s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ❍✳✶✿ ✭❛✮ ❣r❛♥✉❧❛r r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✭❜✮ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❬P❡✐r❝❡ ✶✾✽✷❪
P✐❝t✉r❡s ❍✳✶ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♠❛✐♥s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❝r②st❛❧✳
❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ns t♦
s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ s ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ bs ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♣❧❛♥❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❛t❤ ✭s❡❡ ❍✳✶ ✭❛✮✮✳ ❍❡r❡ ns0 ❛♥❞ b
s
0 ❛r❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✇❤❡r❡ s✉❜s❝r✐♣t 0 ♠❡❛♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭❈❢ ❍✳✶ ✭❜✮✮✱ ✇❤❡r❡ Fp ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣✉r❡❧② ♣❧❛st✐❝ ❞❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ s❤❡❛r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ t❤❛♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡✳ ■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐s♦❝❧✐♥✐❝
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣✉r❡❧② ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡
❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡♥ Fe ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ str❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡✳
ns ❛♥❞ bs ❛r❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❢t❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✸✸✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✳ ❋✐♥✐t❡ str❛✐♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ str❡ss ✢♦✇
❚❤❡ δV ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❤❡r❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦❡s ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r X t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t② ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤✐s ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ✐ts
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ x t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t U s✉❝❤ ❛s✿ U(X, t) = x(X, t)−X✱ ✐s ♥♦t❡❞ F ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐t❡ ❛s✿
F =
∂x(X, t)
∂X
✭❍✳✶✮
♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r U ✿
F = I+
∂U
∂X
✭❍✳✷✮
✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❛♥❦ ✐❞❡♥t✐t② t❡♥s♦r ❛♥❞
∂U
∂X
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇✐t❤✐♥
s♠❛❧❧ str❛✐♥s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛s ε =
1
2
(
∂U
∂X
+
∂U
∂X
T)
❛♥❞
t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ r♦t❛t✐♦♥ t❡♥s♦rs ❛s ω =
1
2
(
∂U
∂X
− ∂U
∂X
T)
✳
❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r L✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♥❡✱ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠✿
L =
∂x˙(X, t)
∂x(X, t)
=
∂x˙(X, t)
∂X
∂X
∂x(X, t)
= F˙F−1 ✭❍✳✸✮
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s②♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r✿ D = 12
(
L+ LT
)
✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦r str❡t❝❤✐♥❣ r❛t❡ t❡♥s♦r ❛♥❞ ✐ts ❛♥t✐s②♠❡tr✐❝ ♣❛rt✿ W = 12
(
L− LT ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ s♣✐♥ t❡♥s♦r✳
❖♥❡ ❛❞♦♣t ❤❡r❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t s✉❝❤ ❛s✿
F = FeFp ✭❍✳✹✮
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡❞✉❝❡✿
L = F˙eFe
−1
+ FeF˙pFp
−1
F˙e
−1
✭❍✳✺✮
L = Le + FeLpF˙e
−1
✭❍✳✻✮
❖♥❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Le✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛st✐❝ ♦♥❡
Lp✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✐s♦❝❧✐♥✐❝✿ ✐✳❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞
t❤❡♥ ♠♦✈❡❞ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❍✳✻ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✇✐t❤✐♥ ✜❣✉r❡ ❍✳✶✳
❆s ❛❧r❡❛❞② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐s♦❝❧✐♥✐❝ ✭✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r② ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
❍✳✷✳ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✸✸✼
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ♣❛rt ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ✐s t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♦❢ ❡❛❝❤ s❧✐♣ r❛t❡ ❛♥❞ t❛❦❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
Lp =
∑
s
γ˙sLs ✇✐t❤ Ls = ns ⊗ bs ✭❍✳✼✮
Ls ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❡♥s♦r✳ ■❞❡♥t✐❝❛❧❧② t♦ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s②♠❡tr✐❝ ♣❛rt
♦❢ ♣❧❛st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ❛s ❜❡✐♥❣Dp =
∑
s
γ˙sDs ✇✐t❤ Ds = 12 (n
s ⊗ bs + bs ⊗ ns) ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t✐s②♠❡tr✐❝
♣❛rt ❛s Wp =
∑
s
γ˙sWs ✇✐t❤ Ds = 12 (n
s ⊗ bs − bs ⊗ ns)✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❛❧❧② ✇r✐t❡ t❤❡ t♦t❛❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛s✿
D = De +Dp = De +
∑
s
γ˙sDs ✭❍✳✽✮
✭❍✳✾✮
❍✳✷ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❆♥ ❤②♣♦✲❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚r✉❡s❞❡❧❧ ✐♥
❬❚r✉❡s❞❡❧❧ ✶✾✺✺❪✳ ❍②♣♦✲❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ st❛t❡s ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ str❡ss r❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t str❡ss ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❡
❤❛s✿
σ˙ = f (σ,D) ✭❍✳✶✵✮
✭❍✳✶✶✮
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❍✐❧❧ ✶✾✼✷❪ ♦♥❡ ✉s❡ ❛ str❡ss r❛t❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣❛rt ♦❢ str❛✐♥ r❛t❡ De ❜②✿
∇
σ∗ = C∗ : De ✭❍✳✶✷✮
✇✐t❤ C∗ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ t❡♥s♦r ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦r♦t❛t✐♦♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❈❛✉❝❤②
str❡ss ✭
∇
σ∗✮ ❛♥❞
∇
σ∗ t❤❡ ❝♦r♦t❛t✐♦♥❛❧ str❡ss r❛t❡ ♦❢ ❈❛✉❝❤② ❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛①❡s ✇❤✐❝❤ s♣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳
❚❤✐s ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ str❡ss r❛t❡✱ ✐✳❡✳ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝ ❡s②st❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ str❡ss✱
t❤❡ str❡ss r❛t❡ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢
str❡ss r❛t❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ r♦t❛t✐♦♥✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❬▼❛❧✈❡r♥ ✶✾✻✾❪✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♦♥❧② s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❛t❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐❞❡❧② ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❏❛✉♠❛♥♥✱ ●r❡❡♥✲◆❛❣❤❞✐✱ ❖❧❞r♦②❞ ♦r ❚r✉❡s❞❡❧❧ ♦♥❡s✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r
❝♦✉❧❞ r❡❢❡r t♦ ❬▲✉❜❧✐♥❡r ✶✾✾✵❪✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s✿ ✭✶✮ t❤❡ ❏❛✉♠❛♥♥ str❡ss r❛t❡
♦❢ ❈❛✉❝❤② str❡ss ✇❤✐❝❤ r♦t❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡
∇
σ∗ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ❏❛✉♠❛♥♥ str❡ss r❛t❡ ❢♦r♠❡❞ ♦♥
✸✸✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✳ ❋✐♥✐t❡ str❛✐♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ str❡ss ✢♦✇
❛①❡s r♦t❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
∇
σ ❬❍✉❛♥❣ ✶✾✾✶❪✿
σ˙ =
∇
σ +Wσ − σW ✭❍✳✶✸✮
∇
σ∗ =
∇
σ + (W −We)σ − σ (W −We) ✭❍✳✶✹✮
✇✐t❤W t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥ t❡♥s♦r ❛♥❞We t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛rt✱ ✐✳❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡
✐s♦❝❧✐♥✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ❍✳✶✮✳ σ˙ ✐s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② t✐♠❡✲r❛t❡ ♦❢ σ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥t
❛♥❞ σ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ✭♦r ✧tr✉❡✧✮ str❡ss t❡♥s♦r✳ ❚❛❜❧❡ ❍✳✷ ♣r❡s❡♥ts ❦❡② ♣♦✐♥ts ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❝❤
str❡ss r❛t❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❋✳❊✳ ❝♦❞❡ ❆❜❛q✉s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❋✳❊✳ ❝♦❞❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♦r ✧tr✉❡✧ str❡ss t❡♥s♦r✳ ❖♥❡
♣r❡s❡♥t❡s ❤❡r❡ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❡❧♣✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② t✐♠❡✲r❛t❡ ♦❢ σ ✉s✐♥❣ t❤❡
▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ str❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♣❞❛t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s❝❤❡♠❡✳ ■❢ ❯♣❞❛t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ s❝❤❡♠❡ ✐s
✉s❡❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x ❛ t✐♠❡ t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡ X✿
Ft =
∂x
∂X
= I→ det (F) = J = 1 ✭❍✳✶✺✮
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ τ = Jσ = σ✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ❍✳✶✷ ❛♥❞ ❍✳✶✹ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ r❛t❡ ♦❢ t❤❡
❑✐r❝❤♦✛ str❡ss
∇
τ∗ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❏❛✉♠❛♥♥ r❛t❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
∇
τ∗ = C : De = τ˙ −Weτ + τWe ✭❍✳✶✻✮
✇✐t❤ C t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❏❛✉♠❛♥♥ r❛t❡ ♦❢ ❑✐r❝❤♦✛ str❡ss✱ ❛♥❞ De t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣❛rt
♦❢ str❛✐♥ r❛t❡✳ ❚❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❑✐r❝❤♦✛ str❡ss τ˙ ✿
τ˙ = τ˙σ + Jσ˙ = tr (De)σ + σ˙ = tr (D)σ + σ˙ ✭❍✳✶✼✮
❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❍✳✶✼ ❛♥❞❍✳✶✸✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡st❛❜❧✐s❤✿
C : De = tr (D)σ +
∇
σ∗ ✭❍✳✶✽✮
◆♦t✐❝❡ t❤❛t C ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❧❛tt✐❝❡✮ ♦♥❡✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ t♦
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ●✳✷ ❞❡t❛✐❧s ❤♦✇ t♦ r♦t❛t❡ s✉❝❤ ❛ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r t❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❛✉❝❤② str❡ss r❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ s❧✐♣ r❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s❧✐♣ s②st❡♠s t❛❦❡s t❤❡
❍✳✷✳ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✸✸✾
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿
∇
σ∗ = C : De − tr (D)σ
m
σ˙ = C : (D−Dp)− tr (D)σ + (W −Wp)σ − σ (W −Wp)
= [Wσ − σW] + C : D− tr (D)σ − [C : Dp +Wpσ − σWp]
m
∇
σ = C : D− tr (D)σ −
∑
s
γ˙sRs ✭❍✳✶✾✮
✇✐t❤ Rs = C : Ds +Wsσ − σWs✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ tr✭D✮ ✐s t❤❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ str❛✐♥ r❛t❡✳
❚♦ ✜♥✐s❤✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r Bs✱ ♦r✐❡♥t❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ s ✐♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜②✿
Bs = Febs ✭❍✳✷✵✮
❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r N s✱ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ s②st❡♠ s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜②✿
N s = N sFe
−1
✭❍✳✷✶✮
■t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ r❛t❡✿
B˙s = F˙ebs = LeF˙ebs


B˙s = LeBs
❛♥❞
N˙ s = −N sLe
✇✐t❤
Le =
[
D+W −∑
s
γ˙sLs
] ✭❍✳✷✷✮
✸✹✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✳ ❋✐♥✐t❡ str❛✐♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ str❡ss ✢♦✇
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋✳❊✳ ❝♦❞❡
❆❜❛q✉s ✐♥ ✐ts ✐♠♣❧✐❝✐t ✈❡rs✐♦♥ ✭❆❇❆◗❯❙✴st❛♥❞❛r❞✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ♥❡❡❞ ❝♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧② t♦ ❜❡ ❦❡❡♣❡❞ ✐♥ ♠✐♥❞ ❬❉❛ss❛✉❧t✲❙②st❡♠ ✷✵✶✵❪✿
• ❆❇❆◗❯❙✴st❛♥❞❛r❞ ✉s❡s ❜② ❞❡❢❛✉❧t✱ t❤❡ ❏❛✉♠❛♥♥ r❛t❡ ❛s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ str❡ss
r❛t❡ ✭s❡❡ ❡q✳ ❍✳✶✸✮✳ ■t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐t ❧❡❛❞s t♦
s②♠♠❡tr✐❝ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧✐✳
• ✐t ✉s❡s ❯♣❞❛t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s❝❤❡♠❡ ✇❤❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ str❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡✲
q✉✐r❡❞✱ ✐✳❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ❛t t✐♠❡ t+∆t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ❛t t✐♠❡ t ❛♥❞ ♥♦t ❛t t0✳ ❲❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✐s ❞♦♥❡ ❢r♦♠ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❚♦t❛❧ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
♦♥❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧❧♦✇s ❦❡❡♣✐♥❣ s♠❛❧❧ str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐s t❤❡ ▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♦♥❡❀ E = ln(U) ✇✐t❤
✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❑✐r❝❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦r τ = Jσ✱ ✇❤❡r❡ J = det (F)✳
• t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❜❛s❡❞ ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳
• ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡✲str❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ r♦✲
t❛t❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❯s❡r✬s s✉❜✲
r♦✉t✐♥❡ ❢♦r ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞✱ s♦ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦r♦t❛t✐♦♥❛❧
♣❛rt ♦❢ t❤❡ str❡ss ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❯▼❛t✶✱ s♦
∇
σ∆t✳
• ✐♥ ✜♥✐t❡✲str❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r♦t❛t❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❯▼❆❚ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥❞ ❛r❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ str❛✐♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ str❛✐♥s ♣❛ss❡❞ ✐♥t♦ ❯▼❆❚ ❛r❡
t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❛✐♥s ♦♥❧② ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ str❛✐♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞
✉♣♦♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧
str❛✐♥s✮
• t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ∂∆σ
∂∆ε
✱
✇❤❡r❡ ε ❛♥❞ ∆σ ❛r❡ t❤❡ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss ✐♥❝r❡♠❡♥ts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s
♣♦✐♥ts ∆σ ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦r♦t❛t✐♦♥♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ str❡ss✿ ∆σ =
∇
σ∆t✳
❚❤❡♥✱ ❆❜❛q✉s ✉♣❞❛t❡s ✐ts❡❧❢ t❤❡ str❡ss ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❡✿
σ(t+∆t) = ∆σ +∆Rσ∆R
T ✭❍✳✷✸✮
✇✐t❤ ∆R✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ❛rr❛②s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r♦✲
t❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♦♥❡✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍✉❣❤❡s✲❲✐♥❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❍✉❣❤❡s ✶✾✽✵❪
∆R =
(
I− 1
2
∆ω
)−1(
I+
1
2
∆ω
)
✭❍✳✷✹✮
I ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞∆ω t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠ ♦❢W ❬❍❛r❡✇♦♦❞ ✷✵✵✼❪✳
❆♣♣❡♥❞✐① ■
■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝
t❤r❡s❤♦❧❞
❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝✐t②
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ✸ s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛✐♥s✳ ❆r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✿
• t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦st✲t❡st❡❞ s❛♠♣❧❡✳
• t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❤❡❛r str❛✐♥✱ ❛♥❞ ♥♦t❛❜❧② ✐ts ✐s♦✈❛❧✉❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤✳
■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
• t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ♥♦t❛❜❧② ✐ts ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ■t ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛ t❤❡r♠❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❧❛st✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳
• t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
❞r♦♣✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤❡r♠❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜rst ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳
■✳✶ ●r❛✐♥ ♥o✷
❚❛❜❧❡ ■✳✺ ♣r❡s❡♥ts ❣r❛✐♥ s✉r❢❛❝❡ st❛t✐st✐❝s✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✜❣✉r❡ ■✳✶ ♣r❡s❡♥ts ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜❡❧❞s ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲
♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ µm✱ s❧✐♣✲❜❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✐♥ %✳ ■t
✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s❧✐♣✲♠❛r❦ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡ st✉❞✐❡❞ ❣r❛✐♥ ✐s t❤❡ ❜✐❣❣❡st ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✺✹ ❝❡❧❧s ♦❢ ✶✵✵①✶✵✵µm2✳
■ts ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲❞❡♥s✐t② ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❜❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② r❡❛❝❤ ✻✼% ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ■✳✶✮✳ ❚❡①t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s
❛❧❧♦✇s t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✷ ♣❧❛st✐❝ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝t✐✈❛t❡❞✿ D1 ✇✐t❤ ❛ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✵✳✸✸✾
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ■✳✶ ✭❜✮✱ ❛♥❞ B5 ✇✐t❤ ❛ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✵✳✷✾✻ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ②❡❧❧♦✇ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ ■✳✶ ✭❜✮✳
✸✹✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ■✳ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞
s✐③❡ ✭♠♠2✮ ✵✳✺✸✾✷
✶✵✵①✶✵✵µm2 ❝❡❧❧s ✺✹
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✭%✮ ✺✽
❙❧✐♣ ♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭o✮ ✷✶✳✹✵ ✲✹✻✳✼✻
❆❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠s B5 D1
❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦rs ✵✳✷✾✻ ✵✳✸✸✾
❈r②st❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭r❛❞✮ ✷✳✻✸ ✵✳✻✶ ✸✳✵✸
❚❛❜❧❡ ■✳✶✿ ❙❧✐♣✲s②st❡♠ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❣r❛✐♥ ♥o✷
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ D1 s②st❡♠ ✇❛s ❛❝✲
t✐✈❛t❡❞ ✜rst ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ B5 s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t②✱ ♦♥❡
♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ s❤❡❛r ♦♥ B5 s②st❡♠ ✇❛s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦✐♥t t❤❛t ✐♥t❡♥s❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✭♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ✐ts ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t♦♣ ❛♥❞
❜♦tt♦♠ ♣❛rt ♦❢ s❤❡❛r ❜❛♥❞ B5✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♦❝❝✉rs ❛t t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■t ✐s ✐♥
❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶✳
✭❛✮ ✐♥ µm ✭❜✮ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ✭❝✮ ✐♥ %
❋✐❣✉r❡ ■✳✶✿ ✭❛✮ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✭❜✮ s❧✐♣✲♠❛r❦s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✭❝✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❧✐♣✲s②st❡♠s✳
❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ■✳✶ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❣r❛✐♥✳ ■t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✺ t♦ ✺ µm ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥
♥o✶ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ♥♦ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣✲❜❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣✲
r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❧✐♣ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐✳❡✳ s②st❡♠s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✱ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s
♣♦✐♥t✳
▲❡t ❛♥❛❧②s❡ ♥♦✇✱ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✳
❋✐❣✉r❡ ■✳✷ ♣r❡s❡♥ts ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❧❡❢t s✐❞❡✮ ❛♥❞ s❤❡❛r str❛✐♥ ε12 ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮ ❛t ✶✵✻✱ ✶✾✶✱
✷✸✵ ❛♥❞ ✷✺✸ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ E1✱ E2✱ P1 ❛♥❞ P2 ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
■✳✶✳ ●r❛✐♥ ♥o✷ ✸✹✸
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶✳ ❇❧❛❝❦ t❤✐♥ ❧✐♥❡s ♣r❡❝✐s❡ ✐s♦✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳
♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❆s ❢♦r ❣r❛✐♥ ♥o✶✱ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ε12 ✜❡❧❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐s♦✈❛❧✉❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❛t❤✳ ❋r♦♠ ✶✵✻ t♦ ✶✾✶ ▼P❛✱ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❡❛r str❛✐♥ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵✳✵✷ t♦ ✵✳✵✹ % ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠ ✵✳✵✺ ❛♥❞ ✵✳✶ % r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✱ ✐s♦✈❛❧✉❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥ ✜①❡ ❛♥❞
♠❛❦❡ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✲✹✻o ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■t r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ s②st❡♠ D1✳
❚❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❢r♦♠ ✶✵✻ t♦ ✶✾✶ ▼P❛ D1 s②st❡♠ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✳
■t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ❢r♦♠ ✷✷✵ ▼P❛ t♦ ✷✺✸ ▼P❛ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ t❡st ✭♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞✮ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s♦✈❛❧✉❡s ♠❛❦❡ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✷✶o ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■t r❡✢❡❝ts ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❛❝t✐✈❛t② ♦❢ s②st❡♠ B5✳ ❆s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s♦✈❛❧✉❡s
❛♥❞ B5 s❧✐♣✲♠❛r❦s ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ D1 ✐s ♥♦t ❛❝t✐✈❡ ❛♥②♠♦r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✳
❚❤✉s✱ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r②✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
❢r♦♠ ✶✵✻ t♦ ✶✾✶ ▼P❛ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✉♥❞❡r❣♦ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❜② ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ D1 s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❤❡❛r
str❛✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ■✳✷ ✶st ❛♥❞ ✷nd✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ s❤❡❛r ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ t♦♣ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t D1 ❞♦♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ■✳✶ ✭❜✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ ✶✾✶
t♦ ✷✷✵ ▼P❛✱ ❛ ♣❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❢r♦♠ D1 t♦ B5 s②st❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s ❛❝t✐✈❡
✉♣ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❝♦♥✜r♠s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t②
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ■✳✶ ✭❝✮✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✐s ✇✐❞❡❧② ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ B5 s❧✐♣✲❜❛♥❞✳ ■t ✐s
✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ s❤❡❛r ♦❝❝✉r✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ✭❢r♦♠ ✵✳✷ t♦ ✷✳✺%✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s②s✲
t❡♠ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣❡r ♣❡r✐♦❞✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦r s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱
✶✵✻ ❛♥❞ ✷✷✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ D1 ❛♥❞ B5 ②✐❡❧❞ str❡ss r❡s♣❡❝t✐✈❡❧❧②✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❧❡t ✉s ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❡✈❡r② s❧✐♣✲s②st❡♠s ♦❢
t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛t ✶✵✻ ▼P❛✳ ❚❛❜❧❡ ■✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss r❡s♦❧✈❡❞ ♦♥ ✶✷ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣✐❝ s❧✐♣✲s②st❡♠s✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳
A2 A3 A6 B2 B4 B5 C1 C3 C5 D1 D4 D6
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❚❛❜❧❡ ■✳✷✿ ♠❡❛♥ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✭RSS✮ ♦✈❡r t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛t ✶✵✻ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥ s②st❡♠ D1 ❛♥❞ ❜❡ ✇♦rt❤ 35MPa✳
❖♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t ✐t ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r②✳ ❚❤✉s✱ ✸✺ ▼P❛ ✐s
❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ D1 ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r
❣r❛✐♥ ♥o✶✱ ✐✳❡✳ ✸✻ ▼P❛✳ ■t ❛❧s♦ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r s✐♥❣❧❡
❝r②st❛❧ ♦❢ ❆✸✶✻▲ ❬❋❡❛✉❣❛s ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ B5 s②st❡♠ ✐s ✲✶✾ ▼P❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ s②st❡♠ A2✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥✲s✐t✉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❧✐♣✲s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t B5
✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❘❙❙ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s s②st❡♠
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✭❢r♦♠ ✶✵✻ t♦ ✷✷✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r s❡❝♦♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
s②st❡♠s ❛s A2✳
✸✹✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ■✳ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞
❋✐❣✉r❡ ■✳✷✿ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❧❡❢t s✐❞❡ ✭♠❑✮✮ ❛♥❞ s❤❡❛r str❛✐♥ ε12 ✭r✐❣❤t s✐❞❡ ✭%✮✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥st❛♥t ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✿ ✶✵✻ ✲ ✶✾✶ ✲ ✷✷✵ ✲ ✷✺✸ ▼P❛
■✳✶✳ ●r❛✐♥ ♥o✷ ✸✹✺
▲❡t ✉s ♥♦✇✱ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❋r♦♠ ✶✵✻ t♦ ✶✾✶ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ t❤❡
♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✲✶✸✽ t♦ ✲✶✼✶ ♠❑ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ✶✻ ♠❦✳
❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ ✷✷✵ t♦ ✷✺✸ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ ✐t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✸✽✹ ♠❑ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠ ✷✺ t♦ ✼✵ ♠❑✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❤❡r❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❣r❛✐♥ ♥o✶✱
q✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❡st✳ ❋r♦♠ ✶✵✻ t♦ ✶✾✶ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ t❤❡
♠♦r❡ ❤♦t r❡❣✐♦♥ ♣❛ss ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ t♦ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t✳ ❚❤❡♥ ❛t ✷✷✵ ▼P❛ ❛ ❤♦t ❜❛♥❞ ✐s
♦❜s❡r✈❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t ❝r♦ss❡s t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛s t❤❡ B5 s❧✐♣✲❜❛♥❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ■✳✶ ✭❜✮✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❝♦❧❞❡r r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t♦♣ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳
▲❡t ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✧❤♦t ❜❛♥❞✧ ✇❤✐❝❤ ❝r♦ss❡s t❤❡ ❣r❛✐♥ ❢r♦♠ t♦♣ r✐❣❤t t♦ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜rst
♣♦✐♥t t❤❛t t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ B5 ✭s❡❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
■✳✷✮✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✹ t✐♠❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✾✵ ✲ ✷✸✵ ▼P❛ ♣❡r✐♦❞ ✭♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✮✱
❛♥❞ ❞✐s❛♣❡❛rs ✈❡r② q✉✐❝❦❧②✳ ❚❛❜❧❡ ■✳✶ s✉♠♠❛r✐s❡s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ s♣❡❝✐✜❝
♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤✐♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✳
◆♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✶✾✾ ▼P❛ ✷✷✷ ▼P❛ ✷✷✼ ▼P❛ ✷✸✵ ▼P❛
❉✉r❛t✐♦♥ ✷✵ ♠s ✸✺ ♠s ✷✾ ♠s ✸✶ ♠s
❚❛❜❧❡ ■✳✸✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ B5 ✧❤♦t ❜❛♥❞✧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
❚❤❡ ✧❤♦t ❜❛♥❞✧ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ✶✾✾ ▼P❛ t♦ ✷✸✵ ▼P❛✱ ❛♥❞ ♣❡rs✐sts ❛❜♦✉t ✷✾♠s ❛t ❡❛❝❤ ❛♣♣❡❛r✲
❛♥❝❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✧❤♦t ❜❛♥❞✧ s❤❛♣❡✱ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
s❧✐♣✲❜❛♥❞ B5 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ■✳✶✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ B5 s②st❡♠
✐♥✐t✐❛t❡s ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❝❛♣t✉r❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ B5 s❧✐♣✲❜❛♥❞✳ ■t ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss r❡❧❛t❡❞ t♦ s②st❡♠ B5 ❛♣♣❡❛rs s❧✐❣❤t❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡
❢♦✉♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✭✷✷✵ ▼P❛✮✳ ✶✾✾ ▼P❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✜♥❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✉r❡ ■✳✸ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥s t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss
❞✉r✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❡st ✜t ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❧✐♥❡❛r
❞r♦♣✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❧♦ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❛♣♣❡❛rs ❛t ✶✵✻ ▼P❛
r❡❛❝❤✐♥❣ ✲✶✸✽ ♠❑✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ✲✶✼✹ ♠❑ ❛t ✶✼✷ ▼P❛✳ ❚❤✉s✱ ❢r♦♠ ✶✵✻ ▼P❛ t❤❡ ❣r❛✐♥
❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❤❡❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ■✳✸ ✭❛✮✮✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ s②st❡♠ D1 ✐s ❛❝t✐✈❡✳
❋✐❣✉r❡ ■✳✸ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧♦ss ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s
t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❣r❛❞✉❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✜rst ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs
✇✐t❤✐♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
✉♣ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡
D1 ❞♦♠❛✐♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ■✳✶✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡r❡ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡
❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ■✳✷ ❛t ✶✵✻ ▼P❛✱ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ s②st❡♠ D1 ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❦✐♥❡♠❛t✐❝
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ✵✳✵✹✺% ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ❛♥❞ t❡♥❞s t♦✇❛r❞ ③❡r♦s ✐♥ t❤❡
✸✹✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ■✳ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞
r❡st ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳
❋✐❣✉r❡ ■✳✸ ✭❜✮ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥ t♦t❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✜rst t❤❡r♠❛❧
✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ■✳✸ ✭❜✮ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜rst ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ s②st❡♠ D1✳
❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✻✾ ▼P❛ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r str❡ss ♦❢
✷✹ ▼P❛✳ ■t ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❜✉t r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦r❞❡r✳ ❖♥❡
❝♦✉❧❞ ✜♥❛❧❧② ♣♦✐♥t ✭r❡❢❡r t♦ ✜❣✉r❡ ■✳✸ ✭❛✮✮ t❤❛t ❢r♦♠ ✵ t♦ ✻✾ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✉♥❞❡r❣♦
❛ ❝♦♦❧✐♥❣ ❞♦✇♥ ♣r♦❝❡ss ✭❡❧❛st✐❝✐t②✮✱ t❤❡♥ ❢r♦♠ ✻✾ t♦ ✶✷✺ ▼P❛ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❤❡❛t✐♥❣
♣r♦❝❡ss ✭♠✐❝r♦♣❧❛st✐❝✐t②✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣r❛✐♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ■✳✸✿ ✭❛✮ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭r❡❞ ✲ ♠❑✮✱ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✭❜❧✉❡ ✲ ▼P❛✮ ❢r♦♠ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ ❡♥❞ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ✭❜✮
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✭✐♥ ▼P❛✮
❙✉♠♠❛r②
❚❤❡ ❣r❛✐♥ no2 ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❣r❛✐♥ r❡✈❡❛❧s ✷ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠s ✭D1
❛♥❞ B5 ✐♥ ❋✳❈✳❈✳ str✉❝t✉r❡✮✳ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❤❡❛r str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛r❡ ✐♥
t♦t❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❛❧❧♦✇ ✜♥❡r ♣❧❛st✐❝ ②✐❡❧❞
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❙❝❤♠✐❞ t❤❡♦r②✱ D1 s②st❡♠ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✜rst ❢r♦♠
✻✾ t♦ ≈✶✾✾ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ t❤❡♥ B5 s②st❡♠ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ t❡st ✭✷✼✵ ▼P❛✮✳ ❚❤❡ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss r❡❧❛t❡❞ t♦ D1 s②st❡♠
❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜♦✉t ✷✺ ▼P❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❢♦r ❆■❙■ ✸✶✻▲ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝ ✧❤♦t ❜❛♥❞s✧ ❤❛s ❜❡❡♥
♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ♦♥ s②st❡♠ B5✳ ■t s❡❡♠s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❤❡❛r ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✐♥✲s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
■✳✷✳ ●r❛✐♥ ♥o✸ ✸✹✼
■✳✷ ●r❛✐♥ ♥o✸
❋✐rst❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❣r❛✐♥ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ♦♥ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❧❡❢t ♣❛rt ❜② t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✭❜✮✮✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st ♦♥ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ✭s❡❡ ✹✳✶✷ ✭❛✮✮ ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t st❡♣s ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■t ♠✉st ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥
❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
❚❛❜❧❡ ■✳✹ ♣r❡s❡♥ts s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ■✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥
µm✱ t❤❡ s❧✐♣✲❜❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✐♥ %✳
s✐③❡ ✭♠♠2✮ ✵✳✶✸✽
✶✵✵①✶✵✵µm2 ❝❡❧❧s ✶✹
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✭%✮ ✺✺
❙❧✐♣ ♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭o✮ ✲✻✽✳✶ ✸✽✳✷
❆❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠s B5 A6
❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦rs ✵✳✹✸✵✸ ✵✳✹✸✵✻
❈r②st❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭r❛❞✮ ✹✳✺✾ ✵✳✹✾✼ ✶✳✻✽✼
❚❛❜❧❡ ■✳✹✿ ❙❧✐♣✲s②st❡♠ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❣r❛✐♥ ♥o✸
❚❤❡ ❣r❛✐♥ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✵✳✶✸✽ mm2✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✶✹ ❝❡❧❧s ♦❢ ✶✵✵①✶✵✵µm2✳ ■ts ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦
❞❡♥s✐t② ✐s ✺✺% ❛♥❞ r❛♥❣❡s ✉♣ t♦ ✻✺% ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ■✳✹ ✭❝✮✮✳
✭❛✮ ✐♥ µm ✭❜✮ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ✭❝✮ ✐♥ %
❋✐❣✉r❡ ■✳✹✿ ✭❛✮ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✭❜✮ s❧✐♣✲♠❛r❦s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✭❝✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❧✐♣✲s②st❡♠s✳
❚❤✉s✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ✐t ♠❛❦❡s ♣❛rt ❣r❛✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡❧② s❤❡❛r❡❞✳
❙❧✐♣✲♠❛r❦ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ✐t ❛❝t✐✈❛t❡s ✷ s❧✐♣ s②st❡♠s✿ A6 ❛♥❞ B5 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝✲
t♦r ♦❢ ✵✳✹✸✵✻ ❛♥❞ ✵✳✹✸✵✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧❧②
t❤❡ A6✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t♦♦ ❧♦✇ t♦ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
✸✹✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ■✳ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞
❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥✲s✐t✉ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② r❡q✉✐r❡❞✳
❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ■✳✹ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❛t A6 s②st❡♠ ✭✐♥ r❡❞✮ ❡①✐❜✐ts ❛ ❧♦✇ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t②
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s②st❡♠ ❛♥❞ ✐t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✱ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t
❜♦tt♦♠✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ ❣r❛✐♥ ✭❧❡❢t t♦♣ ♣❛rt✮ ❡①❤✐❜✐ts B5 s❧✐♣✲♠❛r❦s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ■✳✹ ✭❛✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①❤✐❜✐ts
t✇♦ ♣❧❛t❡❛✉ ❛t ≈✵µm ✇❤❡r❡ A6 ❛♥❞ B5 s②st❡♠s ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ ❝❧❡❛r ❞r♦♣ ✉♣ t♦ ✲✸✳✺µm ❡①❛❝t❧②
❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s②st❡♠s✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤ s❧✐♣✲s②st❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ♥❛t✉r❛❧ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ❜❛rr✐❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
❛❧r❡❛❞② ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ s✉r❢❛❝❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮✳
❋✐❣✉r❡ ■✳✺ ♣r❡s❡♥ts ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✶st ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ s❤❡❛r str❛✐♥ ✭✷nd ❝♦❧✉♠♥✮ ❛t ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✿ ✶✵✻ ❛♥❞ ✶✾✶ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✱ ❜♦t❤ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝
❞♦♠❛✐♥✳ ✷✷✵ ❛♥❞ ✷✺✸ ▼P❛ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳
❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ■✳✺ t❤❛t s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s♦✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛s B5 s❧✐♣✲♠❛r❦s ❛t ✶✵✻ ▼P❛ ✭s❡❡
s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤②✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ B5 ❛♥❞ A6 s❧✐♣✲♠❛r❦s
❛t ✶✾✶✱ ✷✷✵ ❛♥❞ ✷✺✸ ▼P❛✳ ◆♦t✐❝❡✱ ❛t ✷✺✸ ▼P❛ ✐s♦✈❛❧✉❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡♥❞s ❛❣❛✐♥ t♦✇❛r❞ B5 s❧✐♣✲♠❛r❦s
♦♥❡s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ■✳✹✳ ■♥❞❡❡❞ ❛s ❜♦t❤ s②st❡♠s
❤❛s ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡② ♣♦ss❡ss ❛ s✐♠✐❧❛r tr❡♥❞② t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r✳ ❈♦♥tr❛r②
t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s❡❞ ❣r❛✐♥✱ ♦♥❡ ❛r❡ ❤❡r❡ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ s❤❡❛r✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ s②st❡♠ B5 ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss
t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ■✳✹ ✭❝✮✮✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ s❤❡❛r ❛♥❞ s✉❝❤ ❜✐❧✐♥❡❛r str❛✐♥ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ②✐❡❧❞
str❡ss ✐s ✈❡r② ❞❡❧✐❝❛t❡ ❝♦♥tr❛r② t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✐s♦✈❛❧✉❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s t✉r♥ ❛rr♦✉♥❞
❜♦t❤ s❧✐♣✲♠❛r❦s ♦♥❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r❡❧❛t✐✈❡ s❤❡❛r ✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✐❞❡♥t✐❢②✳
▲❡t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡r♠❛❧ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜❡❧❞s✳ ✐t ♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✵✻ ▼P❛
♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ❆t ✶✵✻ ▼P❛ ✱ ❤✐❣❤❡st t❤❡r♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t♦♣
♣❛rt ♦❢ ❣r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ s❤❡❛r ✐s t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤✐s ✐♥st❛♥t ✭✵✳✵✹✷%✮✳ ❚❤❡♥✱
❛t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥st❛♥ts✱ t❤❡ ♣✐❝ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ■t s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡✳ ❚❤✉s ❛ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs
❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤ s❤❡❛r str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦✐♥t
t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❢r♦♠ ✶✾✶ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st ✐s
❝❧❡❛r❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ s❧✐♣✲s②st❡♠ ❞♦♠❛✐♥s✳
■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❤❛s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ■✳✹ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❛t t❤❡ A6 s②st❡♠ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❣r❛✐♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ B5 s②st❡♠ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❧❡❢t ♣❛rt✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤
r❡❣✐♦♥s ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞r♦♣ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧
✜❡❧❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡s✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ■✳✺✱ t❤❛t ❛ ♣❡rs✐st❡♥t t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✳
■✳✷✳ ●r❛✐♥ ♥o✸ ✸✹✾
❋✐❣✉r❡ ■✳✺✿ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❧❡❢t s✐❞❡ ✭♠❑✮✮ ❛♥❞ s❤❡❛r str❛✐♥ ε12 ✭r✐❣❤t s✐❞❡ ✭%✮✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥st❛♥t ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✿ ✶✵✻ ✲ ✶✾✶ ✲ ✷✷✵ ✲ ✷✺✸ ▼P❛
✸✺✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ■✳ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞
❋✐❣✉r❡ ■✳✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r t❤❡ A6 ❞♦♠❛✐♥ ✭r✐❣❤t
♣❛rt t♦ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ✜❣✉r❡ ■✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ B5 ♦♥❡ ✭❧❡❢t ♣❛rt✮ ❛❧♦♥❣
t❤❡ t❡st✳ ❆ ❝❧❡❛r tr❡♥❞s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ st❛❜✐❧✐③❡ ❛❜♦✉t ✽ ♠❑ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❡st✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❧♦✇ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s✱ A6 s②st❡♠ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♠♦r❡ ❤♦t t❤❛♥ t❤❡ B5 ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♣❡rs✐sts✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❧♦✇✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ✉s❡s ❤❡r❡ ♠❡❛♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❧❛r❣❡
❞♦♠❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r❡s✉❧ts✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s✿ ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❞✉❡ t♦ ♣❡rs✐st❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t②
❛♥❞ t❤✉s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ s✉r❢❛❝❡ ❛❝ts ❛s ❛ t❤❡r♠❛❧ ❜❛rr✐❡r ✇❤✐❝❤
❧✐♠✐ts t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ A6 t♦ B5 ❞♦♠❛✐♥❄
❋✐❣✉r❡ ■✳✻✿ ▼❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ A6 t♦ B5 s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞♦♠❛✐♥s
▲❡t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳
P✐❝t✉r❡ ■✳✼ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷✵✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ❛s ✇❡❧❧
❛s ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛t ♠❡s♦s❝❛❧❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❛t ✶✷✶ ▼P❛
❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ✶✻✼ ▼P❛✳ ◆♦t✐❝❡ ✐t ✐s ✇✐❞❡❧② ❧❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s
❣r❛✐♥s✳ P✐❝t✉r❡ ■✳✼ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡
✜rst t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛t ✻✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t
♣r♦♣❛❣❛t❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ A6 ❞♦♠❛✐♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛t ✶✷✵ ▼P❛✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs
✐♥ B5 ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✳
❖♥❡ r❡❝❛❧❧s t❤❛t ♣r♦✜❧♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✜♥❛❧ s✉r❢❛❝❡ st❛t❡✱ s❧✐♣✲s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✲s✐t✉
t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t♦t❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② ✐♠♣r❡ss✐✈❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡
■✳✷✳ ●r❛✐♥ ♥o✸ ✸✺✶
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❝❧❡❛r ❜❛rr✐❡r ❢♦r t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥
✇❛✈❡ ❢r♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❧② ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
✇❤❡r❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞r♦♣ ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❝❝✉rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✉r❡ ■✳✼ ✭❜✮✱ t❤❡ ✜rst t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥
✐s ❞✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥✐t✐❛t❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ A6 ❛♥❞ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❜❛rr✐❡r ❡①❤✐sts ❛t
❜♦t❤ s❧✐♣✲ss②t❡♠s ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❣r❛✐♥ ♥o✸ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❝♦♦❧✐♥❣ ❞♦✇♥ ♣r♦❝❡ss ✭❡❧❛st✐❝✐t②✮ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✻✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧
str❡ss✱ t❤❡♥ A6 s②st❡♠ ✐♥✐t✐❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ❞✐ss✐♣❛t❡✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡s♦❧✈❡❞ ❙❤❡❛r ❙tr❡ss ✐s
✷✷ ▼P❛✳ ❋r♦♠ ✻✵ t♦ ✶✹✺ ▼P❛ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t②✳ ◆♦ r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇
t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ B5 ②✐❡❧❞ str❡ss✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✜♥❛❧ s❤❡❛r str❛✐♥ st❛t❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ✐ts ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡✳
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ■✳✼✿ ✭❛✮ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭r❡❞ ✲ ♠❑✮✱ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✭❜❧✉❡ ✲ ▼P❛✮ ❢r♦♠ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ ❡♥❞ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ✭❜✮
✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✭✐♥ ▼P❛✮
❙✉♠♠❛r②
❚❤❡ ❣r❛✐♥ no3 ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■t r❡✈❡❛❧s ✷ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠s ✭A6 ❛♥❞
B5 ✐♥ ❋✳❈✳❈✳ str✉❝t✉r❡✮✳ ❙❤❡❛r str❛✐♥ ❤❛s r❡✈❡❛❧❡❞ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤
s②st❡♠ ✭❞♦✉❜❧❡ s❤❡❛r✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❙❝❤♠✐❞
❢❛❝t♦rs✳ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ✜❡❧❞s ❤❛s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t A6 s②st❡♠ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✜rst✱ ❛t
✻✵ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❈❘❙❙ ♦❢ ✷✷ ▼P❛✳ ❖♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t
t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ s②st❡♠ A6 ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝♦✉❧❞♥✬t✳ ■t ♣♦✐♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ♦❢
❜♦t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣✲❜❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ s✉r❢❛❝❡
t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳
✸✺✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ■✳ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞
■✳✸ ●r❛✐♥ ♥o✹
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❣r❛✐♥ ✐s ❝❤♦♦s❡♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❤❡❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s❡❞ ❣r❛✐♥✱ ✐t ❡①❤✐❜✐ts s✐♥❣❧❡ s❤❡❛r✳
❚❛❜❧❡ ■✳✽ ♣r❡s❡♥ts s❧✐♣✲s②st❡♠ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ■✳✽ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ µm✱ t❤❡ s❧✐♣✲
♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✐♥ %✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❛❜❧❡ ■✳✽✱
t❤❡ ❣r❛✐♥ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✵✳✵✾✺ ♠♠2✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✾ ✶✵✵①✶✵✵µm2 ❝❡❧❧s✳ ■t ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡r st✉❞✐❡❞ ❣r❛✐♥✳
■t ❡①❤✐❜✐ts ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❛❜♦✉t ✸✺ %✳ ❚❡①t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡✈❡❛❧s ♦♥❧② ♦♥❡
❛❝t✐✈❛t❡❞ s❧✐♣ s②st❡♠✿ B5 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✵✳✹✽✸✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❣r❛✐♥ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❣r❡❛t ♣❛rt ❜② t✇✐♥ Σ3 ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❧❡❛❞❡❞ t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥t❡♥s❡
♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t ❛t ✐ts ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭s❡❡ ♣✐❝t✉r❡ ✹✳✶✷ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✮✳
✭❛✮ ✐♥ µm ✭❜✮ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ✭❝✮ ✐♥ %
❋✐❣✉r❡ ■✳✽✿ ✭❛✮ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✭❜✮ s❧✐♣✲♠❛r❦s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✭❝✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❧✐♣✲s②st❡♠✳
s✐③❡ ✭♠♠2✮ ✵✳✵✾✺✷
✶✵✵①✶✵✵µm2 ❝❡❧❧s ✾
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❧✐♣✲♠❛r❦ ❞❡♥s✐t② ✭%✮ ✸✺
❙❧✐♣ ♠❛r❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭o✮ ✲✹✸✳✸✽
❆❝t✐✈❛t❡❞ s②st❡♠s B5
❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦rs ✵✳✹✽✸
❈r②st❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭r❛❞✮ ✹✳✺✾ ✵✳✹✾✼ ✶✳✻✽✼
❚❛❜❧❡ ■✳✺✿ ❙❧✐♣✲s②st❡♠ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❣r❛✐♥ ♥o✹
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ s❤♦✇s ✐♥ ✜❣✉r❡ ■✳✽ ✭❛✮ t❤❛t t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✷ t♦ ✷ µm
❛♥❞ ❡①❤✐❜✐ts ✸ ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s
❝❧♦s❡ t♦ ✵ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❧♦✇❡r s❧✐♣✲♠❛r❦s ❞❡♥s✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ■✳✽
✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✮✳
■✳✸✳ ●r❛✐♥ ♥o✹ ✸✺✸
❋✐❣✉r❡ ■✳✾✿ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❧❡❢t s✐❞❡ ✭♠❑✮✮ ❛♥❞ s❤❡❛r str❛✐♥ ε12 ✭r✐❣❤t s✐❞❡ ✭%✮✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥st❛♥t ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✿ ✶✵✻ ✲ ✶✾✶ ✲ ✷✷✵ ✲ ✷✺✸ ▼P❛
✸✺✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ■✳ ■♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞
P✐❝t✉r❡s ■✳✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ s❤❡❛r str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥t ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣✿
✶✵✻✱ ✶✾✶✱ ✷✷✵ ❛♥❞ ✷✺✸ ▼P❛ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ str❡ss✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❣r❛✐♥s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t s❤❡❛r
str❛✐♥ ✐s♦✈❛❧✉❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s♥✬t r❡♠❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ B5 s❧✐♣✲♠❛r❦ ♦♥❡✱ ❡①❡♣t❡❞ ❛t ✶✾✶ ▼P❛✳ ❙❧✐♣✲♠❛r❦
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ♦t❤❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ♥♦ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❞♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ s②st❡♠ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r s❤❡❛r str❛✐♥✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦✐♥t t❤❡ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❡❛r str❛✐♥
♦♥❡✳ ❋r♦♠ ✶✵✻ t♦ ✷✷✵ ▼P❛✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ s❤❡❛r str❛✐♥ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❣r❛✐♥
❡①tr❡♠✐t②✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❤✐❣❤❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❛❧s♦ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛t ✷✺✸ ▼P❛
t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ t❡♥❞s t♦✇❛r❞ ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ st❛t❡ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱
t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s ≈✶ % ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ≈✶✳✷ % ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①❤✐❜✐ts
t❤❡ s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥✳ ▲❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❡①❤✐❜✐t ❤✐❣❤❡st t❤❡r♠❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s
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Abstract
“Experimental and numerical investigation of  thermomechanical couplings and energy 
balance in metallic polycrystals”
Strain localization and damage criteria of  materials  and structures are commonly based on a dissipative 
framework  and  this  work  investigates  the  thermomechanical  couplings  accompanying  the  deformation 
micromechanisms. It is partly based on experimental data obtained previously in the laboratory by Bodelot 
for  a A316L austenitic  stainless  steel  polycrystal.  This  work takes  profit  of  a  multi-technique approach 
combining, in particular, in-situ kinematic and thermal fields measurements as well as Orientation Imaging 
Microscopy, profilometry and surface micrography. Different tools have been developed (1) to automatically 
identify  the  activated  slip  systems  directly  from  the  surface  micrography,  (2)  to  approach  the  surface 
emissivity field allowing an accurate determination of the thermal fields with a 30 mK precision, (3) to 
project  raw experimental  fields  on  the microstructure  and  (4)  to  allow the  modeling  of  the  polycrystal 
aggregate and its real thermomechanical boundary conditions by using a crystal plasticity framework within 
the Abaqus FE code. It has notably been shown that the temperature variations provides an easy and accurate 
estimation of the macroscopic yield stress at the specimen scale as well as the determination of the Critical 
Resolved Shear Stress at the intragranular scale. In addition, the local kinematic measurements allow the in-
situ identification of  the  activated slip  systems.  Experimental  and numerical  energy balances have been 
conducted and a great influence of the polycrystalline heterogeneity on the energy storage mechanism has 
been underlined. The proposed methods would help improving physical based dissipative criteria for damage 
analysis.
Key words:  stored  energy,   thermomechanical  couplings,   crystalline  plasticity,   Quantitative  InfraRed 
Thermography,  Digital Image Correlation.
Résumé
“Étude expérimentale et numérique des couplages thermomécaniques, 
et bilan d'énergie au sein des polycristaux métalliques”
Les critères de localisation et d’endommagement sont généralement basés sur un cadre dissipatif et ce travail 
s’intéresse aux couplages thermomécaniques accompagnant les micromécanismes de déformation. Il repose 
en partie sur des données expérimentales obtenues précédemment dans le laboratoire par Bodelot pour un 
polycristal d’acier A316L. Ce travail tire profit d'une combinaison de techniques différentes, en particulier de 
mesures in situ de champs cinématiques et thermiques ainsi que de l’Orientation Imaging Microscopy, de la 
profilométrie  et  d’une micrographie de surface.  Différents outils  ont  été  développés  afin  (1)  d'identifier 
automatiquement les systèmes de glissement activés, (2) d’estimer l’émissivité de la surface permettant ainsi 
une détermination des champs thermiques avec une précision de 30 mK, (3) de projeter les champs bruts 
expérimentaux sur la microstructure et (4) de permettre la modélisation du polycristal et de ses conditions 
aux limites thermomécaniques réelles dans un cadre de plasticité cristalline dans le code EF Abaqus. Il a 
notamment été montré que les variations de température fournissent une estimation précise et aisée de la 
limite  d'élasticité  macroscopique  ainsi  que  la  détermination  de  la  contrainte  de  cisaillement  critique  à 
l'échelle  granulaire.  En  outre,  les  mesures  cinématiques  ont  permis  l'identification  des  systèmes  de 
glissement  activés.  Des  bilans  énergétiques  expérimentaux et  numériques  ont  été  réalisés  et  une grande 
influence de l'hétérogénéité polycristalline sur les mécanismes de stockage d’énergie a été soulignée. Les 
méthodes proposées contribueront à améliorer les critères d’endommagement basés sur un cadre dissipatif.
Mots  clés:  Énergie  stockée,   Couplages  thermomécaniques,   Plasticité  cristalline,   Thermographie 
InfraRouge Quantitative,   Corrélation d'image numérique. 
